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Как известно, в некоторых задачах оптимального синтеза исполь-
зуются интегралы дифференциальных систем. Применим свойство
вложимости [1], [2] нелинейных систем в линейные бесконечномерные
системы для описания полиномиальных первых интегралов диффе-
ренциальных систем вида

ẋ(t) = F (x), (1)

где x = [x1, ..., xn]
T ∈ Rn, F (x) = [f1(x), ..., fn(x)]T , fν(x) =

∑r
|l|=1 a

ν
l x

l,

l = l1...ln – мультииндекс, xl = xl11 ...x
ln
n , |l| := l1 + ...+ ln, aνl ∈ R. Здесь

и далее предполагается градуированное лексикографическое упорядо-
чение мультииндексов.

Из [1] следует

Лемма 1. Система (1) вложима в окрестности нуля (x = 0,
t = 0) в линейную дифференциальную бесконечномерную систему

ż(t) = Az(t), (2)

где z(t) = [z1(t), ..., zm(t), ...]T , zm(t) = [zα(t)
∣∣|α| = m],

A =

 A11 A12 . . . A1r 0 0 . . .

0 A22 . . . A2r A2r+1 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 , Ajm =

(
n∑
ν=1

kνa
ν
l−k+δν

)|l|=m
|k|=j

,

Ajm – Nj ×Nm– матрица (Nj = n(n+1)...(n+j−1)
j! ); δν = δ1ν...δnν, δνν = 1,

δiν = 0, если i 6= ν; aνl−k+δν
= 0, если aνl−k+δν

/∈ {aνα
∣∣1 ≤ |α| ≤ r}.
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Отметим, что в окрестности нуля решение x(t, x0) задачи Коши
x(0, x0) = x0 системы (1) представимо в виде x(t, x0) = Gz(t, Px0),
где z(t, z0) – решение задачи Коши системы (2), G = [In, 0, ...] (In –
единичная матрица) – отображение согласования, P – отображение
вложимости [2] (Px0 =

[
xl0
∣∣|l| = m,m = 1, 2, ...

]T ).
Положим ui = [ujα ∈ R

∣∣|α| = j, j = 1, i], cokerAi = {ui
∣∣uiAi = 0},

где

Ai =


A11 A12 . . . A1r 0

. . .
. . .

. . .

0 Aii Aii+1 . . . Air+i−1

 .
Теорема 1. а) Система (1) имеет полиномиальный первый ин-

теграл степени не более i тогда и только тогда, когда dimcokerAi >
0. б) Если ui ∈ cokerAi, ui 6= 0, то V (x) =

∑i
j=1

∑
|α|=j ujαx

α – поли-
номиальный первый интеграл системы (1).

Пусть x∗ – особая точка системы (1), (λ∗1, ..., λ
∗
n) – полный набор

собственных значений матрицы первого приближения в точке x∗.

Следствие 1. Если для какой-либо особой точки x∗ и любых це-
лых неотрицательных чисел m1, ...,mn таких, что m1 + ...+mn ≥ 1,
выполняются условия вида m1λ

∗
1 + ...+mnλ

∗
n 6= 0, то система (1) не

имеет полиномиальных первых интегралов. В частности, если на-
бор собственных значений (λ∗1, ..., λ

∗
n) принадлежит области Пуанка-

ре [3], то система (1) не имеет полиномиальных первых интегралов.
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