
Свойство аппроксимативной наблюдаемости позволяет сколь угод-
но точно оценивать состояние x(t), при этом знание производных
выходного сигнала не требуется. Операция квазидифференцирования
выходного сигнала y(t) переносится на функции δm(t), которые могут
быть выбраны заранее, а значит заранее вычислены и их производные
(в отличие от производных выходной функции, которые необходимо
определить в процессе наблюдения).

Доказано, что система (1) аппроксимативно наблюдаема тогда и
только тогда, когда она равномерно наблюдаема.
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Рассматривается гибкий вертикальный ротор, вращающийся в
двух (верхнем и нижнем) электромагнитных подшипниках. Динамика
такого ротора описывается системой дифференциальных уравнений:

α̈1 − µ0ÿ = −4µ0u1 + λ∆α + ε∆α̇− ρ0ω̄β̇1 − εω̄∆β + w1,

α̈2 + µ0ÿ = 4µ0u2 − λ∆α− ε∆α̇− ρ0ω̄β̇2 + εω̄∆β + w2,

β̈1 + µ0ẍ = 4µ0u3 − λ∆β − ε∆β̇ + ρ0ω̄α̇1 − εω̄∆α + w3,

β̈2 − µ0ẍ = −4µ0u4 + λ∆β + ε∆β̇ + ρ0ω̄α̇2 + εω̄∆α + w4,

ẍ+ (β̈1 − β̈2)/8 = u3 + u4 + w5,

ÿ + (α̈2 − α̈1)/8 = u1 + u2 + w6,

(1)
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где ∆α = α2− α1, ∆α̇ = α̇2− α̇1, ∆β = β1− β2, ∆β̇ = β̇1− β̇2, x и y —
координаты центра масс ротора, α1, β1 и α2, β2 — угловые переменные,
u1, . . . , u4 — управляющие переменные, связанные с электромагнитны-
ми силами в подшипниках и w1, . . . , w6 — внешние силы, действующие
на ротор, — ограниченные по L2-норме функции. Безразмерные пара-
метры, фигурирующие в системе, имеют вид: µ0 = 4ml20/(J + ml20),
ρ0 =

√
2mδ0/γω0Jz/(J +ml20) (где l0 — четверть длины ротора, J и Jz

— главные моменты инерции ротора, ω0 — основная частота изгибных
колебаний ротора, γ – характерный масштаб управляющих электро-
магнитных сил, δ0 — номинальный зазор в электромагнитных подшип-
никах), ω̄ – частота вращения ротора относительно вертикальной оси,
приведенная к основной частоте ω0 его изгибных колебаний, λ — ко-
эффициент жесткости гибкого ротора и ε — коэффициент внутреннего
трения материала ротора.

Функционалы, характеризующие качество процесса управления,
определяются следующим образом:

J1(u) = sup
w 6=0

max
k=1,...,4

{sup
t>0
|σk|}

‖w‖2
, J2(u) = sup

w 6=0

max
k=1,...,4

{sup
t>0
|uk|}

‖w‖2
, (2)

где через σk, k = 1, . . . , 4, обозначены смещения ротора в верхнем и
нижнем электромагнитных подшипниках:

σ1 = x+ β1/2, σ2 = y − α1/2, σ3 = x− β2/2, σ4 = y + α2/2. (3)

С использованием техники линейных матричных неравенств и резуль-
татов работ [1, 2] для системы (1) решена двухкритериальная задача
синтеза (в форме линейной обратной связи по состоянию) управлений,
минимизирующих по Парето функционалы J1 и J2.
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На рисунке приведены оптимальные по Парето множества в плос-
кости критериев (J1, J2) для следующих значений параметров ротора:
J = 0.74 кг · м2, Jz = 1.7 · 10−2 кг · м2, l0 = 0.125 м, m = 13.7 кг,
δ0 = 5 · 10−4 м, ω0 = 314 рад/с2; безразмерные параметры гибкого ро-
тора ω̄ = 1, λ = 5, ε = 0.1. Сплошной линией изображена кривая,
соответствующая Парето-оптимальным регуляторам для гибкого ро-
тора, а штриховой линией — Парето-оптимальным регуляторам для
жесткого ротора. Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 16-19-10279).
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Введение. Изучение разнообразных динамических процессов
управления приводит к заключению, что будущее течения многих про-
цессов управления оказывается зависящим не только от настоящего,
но и существенно определяется предысторией процесса. Математиче-
ское описание таких процессов управления осуществляется при помо-
щи обыкновенных дифференциальных уравнений с памятью различ-
ных видов, называемых также уравнениями с последействием или на-
груженными дифференциальными уравнениями [1-2]. В работе иссле-
дуется задача оптимальной стабилизации систем линейных нагружен-
ных дифференциальных уравнений. На основе метода функции Ляпу-
нова предложен способ построения оптимального стабилизирующего
управления.
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