
Теорема 1. Пусть процесс σ̄ = (z̄, ū) = (x̄, ȳ, ū) глобально опти-
мален в задаче (P ). Тогда выполняется неравенство:

l(x̄(N)) ≤ min{l(xv(N)) | zv = (xv, yv), yv = yN , v ∈ Vξ(ψ̄), ξ ∈ R}.

Полученное необходимое условие оптимальности не требует выпукло-
сти входных данных задачи и приводит к итеративной процедуре ре-
шения задач оптимального импульсного управления, которая будет
представлена в докладе.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ,
проекты №№ 17-01-00733, 16-31-60030.
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1. Билинейная задача. Рассматривается простейшая невыпук-
лая задача с билинейным функционалом относительно линейной фа-
зовой системы. На основе нелокальных формул приращения функци-
онала получены достаточные условия оптимальности для экстремаль-
ных управлений без переключений и с одной точкой переключения.
Полученные условия представляются в форме неравенств и равенств
для функций одной переменной (времени) на промежутке управления.
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Реализация этих условий не требует итерационных процедур и носит
достаточно простой вычислительный характер, сопоставимый с про-
веркой выполнения принципа максимума.

Задача оптимизации с квадратичным функционалом редуцирует-
ся к билинейному случаю. Полученные результаты иллюстрируются
примерами.

Сформулируем задачу оптимального управления

Φ(u)→ max, v ∈ V (P1)

в рамках следующих соотношений

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉+

t1∫
t0

〈a(t), x(t)〉u(t)dt,

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ PC([t0, t1]) : |u(t)| 6 1, t ∈ [t0, t1]}.
Для управления u ∈ V и соответствующих траекторий x(t, u),

ψ(t, u) фазовой и сопряженной систем определим функцию переклю-
чения

Hu[t, u] = Hu(ψ(t, u), x(t, u), t), t ∈ [t0, t1].

Представим результаты по достаточным условия оптимальности.

Теорема 1. Если выполняется неравенство

Hu[t, 1] > 2

t∫
t0

max{0, 〈b(τ), p(τ, t)〉}dτ, t ∈ [t0, t1]

с вектор-функцией p(τ, t) : pτ = −(A(τ))Tp, p(t) = a(t), то управле-
ние u = 1 является оптимальным в задаче (P1).

Теорема 2. Если выполняется неравенство

Hu[t, 1] > 2

t1∫
t

max{0, 〈a(τ), q(τ, t)〉}dτ, t ∈ [t0, t1]

с вектор-функцией q(τ, t) : qτ = A(τ)q, q(t) = b(t), то управление
u = 1 является оптимальным в задаче (P1).

Аналогичные соотношения с дополнением условий типа равенства
описывают оптимальность управлений с переключениями.
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2. Основная задача. Рассматривается нелинейная задача опти-
мального управления со свободным правым концом. Вводится поня-
тие сильно экстремального управления, которое доставляет макси-
мум функции Понтрягина относительно некоторого множества тра-
екторий. В линейных и квадратичных задачах сильно экстремальные
управления являются оптимальными. В общем случае оптимальность
обеспечивается дополнительным условием вогнутости функции Понт-
рягина по фазовым переменным.

Задача определяется следующими соотношениями

Φ(u) = ϕ(x(t1)) +

∫
T

F (x(t), u(t), t)dt→ min, (P2)

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ PC([t0, t1]) : u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1]}.
Введём множество экстремальных управлений задачи (P2) относи-

тельно принципа максимума

Ext(P2) = {u(·) ∈ V : u(t) = arg max
w∈U

H(ψ(t, u), x(t, u), w, t), t ∈ T}.

Пусть X ⊂ Rn – выпуклое множество, содержащее все фазовые
траектории управляемой системы: x(t, u) ∈ X, t ∈ T, u ∈ V . Предпо-
ложим, что функция ϕ(x) выпукла на X.

Определение 1. Управление u(·) ∈ Ext(P2) назовем сильно экс-
тремальным, если

u(t) = arg max
w∈U

H(ψ(t, u), x(t, v), w, t), v ∈ V, t ∈ T.

Введем в рассмотрение функцию

H(x, t) = H(ψ(t, u), x, u(t), t), x ∈ X, t ∈ T.

Теорема 3. Пусть управление u(t), t ∈ T является сильно экс-
тремальным и функция H(x, t), ∀t ∈ T вогнута по x на X. Тогда
управление u(t) является оптимальным в задаче (P2).

Приведены результаты эффективной реализации полученных со-
отношений.
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Пусть f(x) – выпуклая функция, x ∈ Rn. Ее субградиент ∂f(x)
удовлетворяет условию:

(x− x∗, ∂f(x)) ≥ f(x)− f ∗, ∀x ∈ Rn. (1)

Здесь (x, y) – скалярное произведение векторов x ∈ Rn и y ∈ Rn; x∗ –
точка минимума функции f(x); f ∗ – минимальное значение функции
f(x): f ∗ = f(x∗).

Пусть известно f ∗. Для нахождения точки x∗ ∈ Rn можно исполь-
зовать субградиентный метод Поляка [1]:

xk+1 = xk − hk
∂f(xk)

‖∂f(xk)‖
, hk =

f(xk)− f ∗

‖∂f(xk)‖
, k = 0, 1, 2, . . . . (2)
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