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УДК 517.95 

О МНОЖЕСТВЕ РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ  
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

А. Л. ГЛАДКОВ1), А. И. НИКИТИН  2)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 
2)Витебский государственный университет им. П. М. Машерова,  

Московский проспект, 33, 210038, г. Витебск, Беларусь

Рассматривается система полулинейных параболических уравнений u u c x t v v c x t uvt
p q

t= + + ( )( ) =∆ ∆1 2, ,, ,  

x t, ,( ) ∈ × +∞( )Ω 0 , с нелинейными нелокальными граничными условиями ∂
∂

= ( ) ( )∫
u k x y t u y t dym

η 1 , , , ,
Ω

 

∂
∂

= ( ) ( )∫
v k x y t v y t dyn

η Ω
2 , , , ,  x t, , ,( ) ∈∂ × +∞( )Ω 0  и начальными данными u x u x v x v x x, , , ,0 00 0( ) = ( ) ( ) = ( ) ∈Ω, 

где p, q, m, n - положительные постоянные, Ω - ограниченная область в пространстве RN N ≥( )1  с гладкой гра-
ницей ∂Ω,  η – единичная внешняя нормаль к ∂Ω.  Неотрицательные функции c x t ii , , , ,( ) = 1 2  определены при 
x ∈Ω, t ≥ 0,  и локально непрерывны по Гёльдеру; неотрицательные непрерывные функции k x y t ii , , , , ,( ) = 1 2  
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определены при x ∈∂Ω,  y ∈Ω,  t ≥ 0; неотрицательные непрерывные функции u x v x0 0( ), ( )  определены при 

x ∈Ω  и удовлетворяют условиям 
∂ ( )

∂
= ( ) ( )∫

u x
k x y u y dym0

1 00
η

, , ,
Ω

∂ ( )
∂

= ( ) ( )∫
v x

k x y v y dyn0
02 0

η
, ,

Ω

 при x ∈∂Ω. В ра-

боте исследуется множество разрушения классических решений. Для max p q,( ) ≤ 1, max ,m n( ) > 1  и при вы-
полнении определенных условий для коэффициентов k x y t ii , , , , ,( ) = 1 2  установлено, что решение задачи может 
разрушаться только на границе ∂Ω. 

Ключевые слова: система полулинейных параболических уравнений; нелокальные граничные условия; мно-
жество разрушения.
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We consider a system of semilinear parabolic equations u u c x t v v c x t uvt
p q

t= + ( ) + ( )=∆ ∆1 2, ,, ,  x t, ,( ) ∈ × +∞( )Ω 0  

with nonlinear nonlocal boundary conditions ∂
∂

= ( ) ( )∫
u k x y t u y t dym

η Ω
1 , , , , ∂

∂
= ( ) ( )∫

v k x y t v y t dyn

η Ω
2 , , , ,  x t, , ,( ) ∈∂ × +∞( )Ω 0  

and initial data u x u x v x v x x, , , ,0 00 0( ) = ( ) ( ) = ( ) ∈Ω, where p, q, m, n are positive constants, Ω  is bounded domain in 
RN N ≥( )1  with a smooth boundary ∂Ω, η is unit outward normal on ∂Ω.  Nonnegative locally Hӧlder continuous func-
tions c x t ii , , ,( ) = 1 2  are defined for x ∈Ω,  t ≥ 0; nonnegative continuous functions k x y t ii , , , ,( ) = 1 2  are defined for 
x ∈∂Ω,  y ∈Ω,  t ≥ 0;  nonnegative continuous functions u x v x0 0( ) ( ),  are defined for x ∈Ω  and satisfy the conditions 
∂ ( )

∂
= ( ) ( )∫

u x
k x y u y dym0

1 00
η

, , ,
Ω

�� 
∂ ( )

∂
= ( ) ( )∫

v x
k x y v y dyn0

02 0
η

, ,
Ω

 for x ∈∂Ω. In the paper blow-up set of classical solu-

tions is investigated. It is established that blow-up of the solutions can occur only on the boundary ∂Ω  if max p q, ,( ) ≤ 1  
max ,m n( ) > 1  and under certain conditions for the coefficients k x y t ii , , , , .( ) = 1 2  

Key words: system of semilinear parabolic equations; nonlocal boundary conditions; blow-up set.

Введение
Рассматривается начально-краевая задача для системы полулинейных параболических уравнений 

с нелокальными граничными условиями

  

u u c x t v v c x t u x t

u k x y t u

vt
p q

m

t= + ( ) + ( ) ∈ >

∂
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= ( )
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∫

∆ ∆ Ω

Ω

1 2

1

0, , , , ,

, ,

,

η
yy t dy x t

v k x y t v y t dy x t

u x

n

, , , ,

, , , , ,
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( ) ∈∂ >

∂
∂

= ( ) ( ) ∈∂ >

(
∫

Ω

Ω
Ω

0

0

0

2η
,

)) = ( ) ( ) = ( ) ∈














 u x v x v x x0 00, , , ,Ω

  (1)

где p, q, m, n - положительные постоянные, Ω  - ограниченная область в RN N ≥( )1  с гладкой границей 
∂Ω , η - единичная внешняя нормаль к ∂Ω .

Будем предполагать, что для задачи (1) выполнено следующее:
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c x t C c x t i

k x y t C

i i

i

, , , , , , , ,

, ,

( ) ∈ × +∞[ )( ) < < ( ) ≥ =

( ) ∈ ∂

loc
α αΩ 0 0 1 0 1 2

ΩΩ Ω

Ω

× × +∞[ )( ) ( ) ≥ =

( ) ( ) ∈ ( ) ( ) ≥

0 0 1 2

00 0
1

0

, , , , , , ,

, , ,

k x y t i

u x v x C u x

i

vv x

u x
k x y u y dy

v x
k x y vm

0

0
1 0

0
2

0

0 0

( ) ≥

∂ ( )
∂

= ( ) ( ) ∂ ( )
∂

= ( )∫

Ω

Ω

,

, , , , ,
η η 00

n y dy( )∫Ω

 (2)

Пусть Q T S TT T= × ( ) = ∂ × ( )Ω Ω0 0, , , .
Определение. Точку x0 ∈Ω  будем называть точкой разрушения решения u v,( )  задачи  при t T= ,  

если существует такая последовательность x tn n, ,�( ){ }  что xn ∈Ω, t T x t x Tn n n< ( ) → ( ), , ,0  при n → ∞ и

lim , , .
n n n n nu x t v x t

→∞
( ) + ( )( ) = ∞

Множеством разрушения решения называется множество всех точек разрушения.
Начально-краевые задачи для нелинейных параболических уравнений и систем уравнений с нело-

кальными граничными условиями исследовались многими авторами [1–17]. В [14; 15] рассматривалась 
начально-краевая задача с нелокальными граничными условиями Неймана для полулинейного парабо-
лического уравнения с переменным коэффициентом

u u c x t u x t

u k x y t u y t dy x t

u

t
p

l

= + ( ) ∈ >

∂
∂

= ( ) ( ) ∈∂ >∫

∆ Ω

Ω
Ω

, , , ,

, , , , ,

0

0
η

,

xx u x x, , ,0 0( ) = ( ) ∈











 Ω

где p, l - положительные постоянные, функции c x t,( ) , k x y t, ,( ) , u x0 ( )  удовлетворяют условиям, ана-
логичным условиям (2). Получен ряд утверждений о единственности решения, существовании и от-
сутствии глобальных решений, множестве разрушения решений. В [16; 17] для задачи (1) доказано 
существование локального классического решения, найдены достаточные условия существования 
и от сутствия глобальных решений.

В настоящей работе устанавливаются условия, при которых классические решения задачи (1) раз-
рушаются на границе области.

Разрушение решений на границе
При доказательстве разрушения решений задачи (1) на границе будем использовать некоторые рас-

суждения из [14; 20; 21]. Введем обозначения

  J t u x dxd
t

m
1

0

( ) = ( )∫∫
Ω

, ,τ τ  (3)

 J t v x dxd
t

n
2

0

( ) = ( )∫∫
Ω

, .τ τ  (4)

Для m > 1 положим β = 0, если m2 – m – q ≥ 0, и b = + -
-

q m m
m m

2

2 ,  если m2 – m – q < 0. Далее через 

s ii ∈( )N  будут обозначаться положительные постоянные.
Лемма 1. Пусть решение u v,( )  задачи разрушается при t = T, m > 1 и inf , , .

∂ ×
( ) >

Ω QT
k x y t1 0  Тогда для 

t T∈[ )0,  

 J t s T t m
1 1

1
1( ) ≤ -( )-

- .  (5) 

Если дополнительно n ≤ 1 и q ≤ m, то для t T∈[ )0,

  J t s T t2 2( ) ≤ -( )-b.  (6) 

на ∂Ω.

в



20

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2018;2:17–24
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2018;2:17–24

Д о к а з ат е л ь с т в о. Докажем сначала неравенство (5). Пусть G x y t, ;( )  - функция Грина для урав-
нения теплопроводности с однородными граничными условиями Неймана. Будем использовать сле-
дую щие свойства функции Грина [18; 19]:

 G x y t x y t T, ; , , , ,-( ) ≥ ∈ ≤ < <τ τ0 0Ω  (7)

 
Ω

Ω∫ -( ) = ∈ ≤ < <G x y t dy x t T, ; , , ,τ τ1 0  (8)

 
Ω

Ω∫ -( ) = ∈ ≤ < <G x y t dx y t T, ; , , ,τ τ1 0   (9)

 
∂
∫ -( ) ≥ ∈ ≤ < <
Ω

ΩG x t dS s t Tx, ; , .,ξ τ τξ 3 0  (10)

Как известно, пара функций u v,( )  является решением (1) тогда и только тогда, когда выполнены 
равенства

u x t G x y t u y dy G x t k y u y
t

m, , ; , ; , , ,( ) = ( ) ( ) + -( ) ( ) (∫ ∫ ∫ ∫
∂Ω Ω Ω

0
0

1ξ τ ξ τ τ)) +dydS dξ τ

+ -( ) ( ) ( )∫∫
0

1

t
pG x y t c y v y dyd

Ω

, ; , , ,τ τ τ τ

v x t G x y t v y dy G x t k y v y
t

n, , ; , ; , , ,( ) = ( ) ( ) + -( ) ( ) (∫ ∫ ∫ ∫
∂Ω Ω Ω

0
0

2ξ τ ξ τ τ)) +dydS dξ τ

  + -( ) ( ) ( )∫∫
0

2

t
qG x y t c y u y dyd

Ω

, ; , , .τ τ τ τ   (11)

Используя (3), (7), (10), (11) и неравенство Йенсена, имеем

J t u x t dx k G x t u y dydS dm m
t

m
1

0

′ ( ) = ( ) ≥ -( ) ( )

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∂

, , ; ,
Ω Ω Ω Ω

ξ τ τ τξ




≥

m

dx

≥ -( ) ( )





≥ ( )-

∂
∫∫ ∫ ∫k G x t u y dydS d dx s km m
t

m

m
mΩ Ω

Ω Ω Ω

1

0
3, ; ,ξ τ τ τξ JJ tm

1 ( ),

где k k x y t
QT

= ( )
∂ ×
inf , , .
Ω 1  Отсюда следует, что

 J t s J tm
1 4 1
′ ( ) ≥ ( ).  (12) 

Интегрируя неравенство (12) по интервалу t T,( ) , получим (5).
Установим теперь справедливость неравенства (6). В силу непрерывности функций c x y2 ,( ) , 

k x y t2 , ,( )  существует такая положительная постоянная M, что c x y M2 , ,( ) ≤  k x y t M2 , ,( ) ≤  в QT и 
∂ ×Ω QT  соответственно. Используя (3), (4), (9), (11) и неравенство Йенсена, имеем

J v x t dx v x t dx v y dy M v yn
t

n
2 0

0

1′ = ( ) ≤ + ( )( ) ≤ + ( ) + ∂ ( )∫ ∫ ∫ ∫∫
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω, , , τ ddydτ +

+ ( ) ≤ + ∂ ( ) + ( )∫∫ - -
M u y dyd s M J t M t J t

t
q

q
m

q
m

q
m

0
5 2

1 1

1
Ω

Ω Ω, .τ τ

Учитывая (5), получим

 J t s J t s T t
q

m m
2 6 2 7

1′ ≤ + -
-

-( ) ( ) ( ) ( )  (13)

для t T∈[ )0, .  Используя лемму Гронуолла для неравенства (13), имеем
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 J t s s t T d
t q

m m2 7 6
0

1( ) ≤ ( ) -( )∫ -
-( )exp .τ τ

Таким образом, для t T∈[ )0,  
J t s2 2( ) ≤ ,

если m m q2 0- - ≥ , и 

J t s T t
q m m
m m2 2 1

2

( ) ≤ -( )- + -
-( ) ,

если m m q2 0- - < .  Лемма доказана.
Для n > 1  положим α = 0,  если n n p2 0- - ≥ ,  и α = + -

-
p n n
n n

2

2 ,  если n n p2 0- - < .  Аналогично 

лемме 1 доказывается следующее утверждение.
Лемма 2. Пусть решение u v,( )  задачи (1) разрушается при t T= , n ,> 1  и inf , , .

∂ ×
( ) >

Ω QT
k x y t2 0  Тогда 

для t T∈[ )0,

J t s T t n
2 8

1
1( ) ≤ -( )-

- .

Если дополнительно m ≤ 1 и p n≤ ,  то для t T∈[ )0,

  J t s T t1 9( ) ≤ -( )-α .  

Теорема. Пусть max p q,( ) ≤ 1, max ,m n( ) > 1. Предположим, что inf , ,
∂ ×

( ) >
Ω QT

k x y t1 0,  если m > 1, и 
inf , ,

∂ ×
( ) >

Ω QT
k x y t ,2 0  если n > 1. Тогда решение задачи (1) может разрушаться только на границе ∂Ω.

Д о к а з ат е л ь с т в о. Допустим, что решение задачи (1) разрушается при t T= . Рассмотрим случай, 
когда min m n, .( ) > 1  Пусть u x t ct f x t, exp , ,( ) = ( ) ( )  v x t ct g x t, exp , ,( ) = ( ) ( )  где

 c c x t c x t
Q QT T

= ( ) ( )





max sup , , sup , .1 2  

Нетрудно заметить, что f g,( )  является решением задачи

f f p ct c x t g cf x t Q

g g q ct
t

p
T

t

= + - -( )( ) ( ) - ( ) ∈

= + - -( )
∆

∆

exp , , ,
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,1

1
1

(( ) ( ) - ( ) ∈

∂ ( )
∂

= -( )  ∫
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q
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,
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,

η Ω
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∂ ( )
∂

= -( )  ( )∫

f y t dy x t S

g x t
n ct k x y t g

m
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,
exp , ,

,

η
1 2

Ω

nn
Ty t dy x t S

f x u x g x v x x

, , ,

, , , , .

,( ) ( ) ∈

( ) = ( ) ( ) = ( ) ∈











 0 00 0 Ω








Тогда f g,( )  удовлетворяет следующим равенствам:

f x t G x y t u y dy G x t m c k
t

, , ; , ;( ) = ( ) ( ) + -( ) -( ) ∫ ∫ ∫ ∫
∂Ω Ω Ω

0
0

1ξ τ τexp 11 ξ τ τ τξ, , ,y f y dydS dm( ) ( ) +  

+ -( ) - -( )  ( ) ( ) - ( )( )∫∫
0

11
t

pG x y t p c c y g y cf y dyd
Ω

, ; exp , , ,τ τ τ τ τ ττ,

g x t G x y t v y dy G x t n c k
t

, , ; , ;( ) = ( ) ( ) + -( ) -( ) ∫ ∫ ∫ ∫
∂Ω Ω Ω

0
0

1ξ τ τexp 22 ξ τ τ τξ, , ,y g y dydS dn( ) ( ) +  

 + -( ) - -( )  ( ) ( ) - ( )( )∫∫
0

21
t

qG x y t q c c y f y cg y dyd
Ω

, ; exp , , ,τ τ τ τ τ ττ  – (15)

(14)
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для x t QT,( ) ∈ . Возьмем произвольную область ′ ⊂⊂Ω Ω  с границей ∂ ′ ∈Ω C 2  такую, что 
dist ∂ ′( ) = >Ω Ω, .e 0  Как известно (см., например, [19]),

 0 0< -( ) ≤ ∈ ′ ∈ < < <G x y t c y t Tx, ; , , ,,τ τe Ω Ω  (16)

где сε – положительная постоянная, зависящая от ε. В силу непрерывности функций k x y t ii , , , , ,( ) = 1 2  
существует такая положительная постоянная M, что k x y t M ii , , , , ,( ) ≤ = 1 2  в ∂ ×Ω QT . Используя (5), 
(7), (8), (14) – (16), получим

sup , , sup
′

( ) + ( )( ) ≤ ( ) + ( )( ) + ∂ ( ) + ( )( ) +
Ω Ω

Ωf x t g x t u x v x c M J t J t0 0 1 2e

 + -( ) ≤ -( ) + -( ) ≤



∫ ∫ -

-
-

-2
0

10

1
1

1
1

11c G x y t dyd s T t T t s T
t

m n

Ω

, ; τ τ --( )-
-t l
1

1,  (17)

где l m n= ( )min , .  Следовательно,

 sup , , sup , .
′ ′

-
-

-
-( ) ≤ -( ) ( ) ≤ -( )

Ω Ω
u x t s T t v x t s T tl l

12

1
1

12

1
1   (18)

Как показано в [21], существует такая функция s x C( ) ∈ 





′2 Ω ,  что

 ∆s l
l

s
s

s-
-

∇
≥ -

1

2

13  в ′ ( ) =Ω , s x 0  на ∂ ′Ω .  (19)

Введем вспомогательные функции
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Используя (19), (20), для x ∈ ′Ω  и t T∈[ )0, .  получим
w w c x t w w c x t wt

p p
1 1 1 2 1 1 1- - ( ) = - ( ) +∆ , ,μ

+
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+ - ∇
-( ) ( ) + -( )
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 ≥ 0.

Очевидно, что также w w c x t wt
q

2 2 2 1 0- - ( ) ≥∆ ,  для x ∈ ′Ω  и t T∈[ )0, . Тогда в силу (18), неравенств 
w x u x1 0 0, ,( ) ≥ ( )  и w x u x2 0 0, ,( ) ≥ ( )  по принципу сравнения имеем

u x t w x t v x t w x t T, , , , , , .( ) ≤ ( ) ( ) ≤ ( ) ′ × [ )1 2 0Ω в u x t w x t v x t w x t T, , , , , , .( ) ≤ ( ) ( ) ≤ ( ) ′ × [ )1 2 0Ω

Следовательно, u v,( )  не может иметь точек разрушения в области ′ × [ ]Ω 0, T . Поскольку ′Ω  – произ-
вольное подмножество Ω, то решение задачи (1) разрушается только на границе ∂Ω.

Теперь предположим, что n ≤ 1,  m > 1. Тогда, как и в предыдущем случае, введем функции f x t,( )   
и g x t,( ). Используя (5) – (8), (15), (16) и рассуждая таким же образом, как при выводе (17), получим

sup , ,
′

-
-

- -( ) + ( )( ) ≤ -( ) + -( ) ≤ -( )
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f x t g x t s T t T t s T tm
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так как b <
-
1

1m
.  Дальнейшее доказательство такое же, как и выше. Доказательство теоремы для 

m ≤ 1,  n > 1 проводится аналогично.
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