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О МНОГООБРАЗИЯХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ НЕКОТОРЫХ  
HNN-РАСШИРЕНИЙ СВОБОДНЫХ ГРУПП

А. Н. АДМИРАЛОВА1), В. В. БЕНЯШ-КРИВЕЦ  1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Получено описание структуры и свойств многообразий представлений R G p qn ,( )( )  групп, имеющих копред-

ставление вида G p q x x t t x x x xg g

q
, , , , ,( ) ( ) …= ( )= 1 2 1

2 2
1
2 2… …  где g ≥ 3, | | .p q> ≥ 1  Найдены неприводимые ком-

поненты R G p qn ,( )( ) , вычислены их размерности и доказано, что каждая неприводимая компонента R G p qn ,( )( )  
является рациональным многообразием.

Ключевые слова: копредставление группы; многообразие представлений; размерность многообразия, рацио-
нальное многообразие.
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In the article we provide the description of the structure and the properties of representation varieties R G p qn ,( )( )  of 

the groups with the presentation G p q x x t t x x x xg g

q
, , , , ,( ) ( ) …= ( )= 1 2 1

2 2
1
2 2… …  where g ≥ 3, | | .p q> ≥ 1  Irreducible 

components of R G p qn ,( )( )  are found, their dimensions are calculated and it is proved, that every irreducible component 
of R G p qn ,( )( )  is a rational variety.
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Пусть G g gm= …1, ,  – конечно порожденная группа, K  – алгебраически замкнутое поле нулевой 
характеристики. Тогда любое конечномерное линейное представление r :  G GL Kn→ ( )  группы G од-
нозначно определяется набором элементов r rg g GL Km n

m
1( ) ( )( ) ∈…, , ( ) .  Эти элементы удовлетворяют 



11

Геометрия и алгебра  
Geometry and Algebra

всем определяющим соотношениям G, и, таким образом, имеет место вложение r r r� g gm1( ) ( )( )…, ,  
множества Hom  G GL Kn, ( )( )  в GL Kn

m( ) .  Образ Hom  G GL Kn, ( )( )  относительно этого вложения яв-
ляется аффинным K-многообразием R G GL Kn n

m( ) ( )⊂ ,  и это многообразие называют многообразием 
n-мерных представлений группы G [1].

О структуре многообразий R Gn ( )  в общем случае известно немного. Однако для некоторых классов 
групп такие описания получены. В [2; 3] исследованы многообразия представлений фундаментальных 
групп компактных ориентируемых и неориентируемых поверхностей, в [4] – многообразия представ-
лений и характеров групп Баумслага – Солитера R BS p qn ,( )( )  для взаимно простых p и q. В [5] резуль-
таты работы [4] расширены на случай не взаимно простых показателей p и q. В [6] описаны структура 
и свойства многообразий представлений и характеров групп, имеющих копредставление 

 G x x t t x y x y t x y x yy yg g

p

gg g g= … [ ]( ) [ ]  = 
-

1 1
1

11 1 1, , , , , , ,, ,  … … ( )q ,  (1)

где p и q взаимно просты.
В данной статье рассматриваются многообразия представлений еще нескольких классов групп с од-

ним соотношением, представляющих собой HNN-расширения свободных групп. Напомним определе-
ние HNN-расширения.

Определение. Пусть группа G имеет копредставление G S R= , α :H K→  – изоморфизм двух 
подгрупп G, t – символ, не принадлежащий порождающему множеству S. Положим

G S t R tht h h H∗ = = ∀ ∈-
α α, , ( ), .| 1  

Группа G ∗α  называется HNN-расширением G относительно α. Исходную группу G называют базис-
ной группой, группы H и K – связанными подгруппами в G.

Очевидно, что группы с копредставлением (1), рассмотренные в [6], также являются HNN-
расширениями. Базисной группой является свободная группа с 2g  образующими x y x yg g1 1, , , , ,…  
а в качестве связанных подгрупп в этом случае выступают бесконечные циклические группы, порож-
денные степенями p и q слов вида x y x yg g1 1, , .[ ]  …

В этой статье исследуются многообразия представлений групп, имеющих копредставление

 G p q x x t t x x t x xg g

p

g

q
, , , , ,( ) = … …( ) …( )=-

1 1
2 2 1

1
2 2 

при этом g ≥ 3 и p q> ≥| | 1.
Введем некоторые необходимые обозначения. Через d обозначим наибольший общий делитель p 

и q, через Ω p q,( )  – множество матриц A GL Kn∈ ( )  таких, что Ap  и Aq  сопряжены. Для матрицы 
A p q∈Ω( ),  зададим многообразие L A( )  следующим образом:

 L A x x GL K x x Ag n
g

g( ) , ( ) | ,,= …( ) ∈ … =1 1
2 2

и через nA  будем обозначать количество неприводимых компонент многообразия L A( ).
О структуре L A( )  известно следующее [7].
Предложение 1. Пусть g ≥ 3. Справедливы утверждения:
1. Если n g, ,( ) ≠ ( )2 3  либо n g, ,( ) = ( )2 3  и A не является скалярной матрицей, то L A( )  состоит 

из двух непересекающихся рациональных компонент L A L A1 2( ) ( ),  размерности g n-( )1 2.  При этом ре­
гулярная функция det x x xg1 2…  на компоненте L A1( )  принимает значение α,  на компоненте L A2 ( )  – 
значение -α,  где α2 = det .A

2. Если n = 2, g = 3 и A E= α 2  – скалярная матрица, то L A( )  состоит из трех рациональных ком­
понент размерности 8. При этом на компонентах L A AL1 2( ) ( ),  регулярные функции tr tr trx x x1 2 3, ,  
являются ненулевыми, а регулярная функция det x x xg1 2 …  на компоненте L A1 ( )  принимает значение 
α,  на компоненте L A2 ( )  – значение -α.  На компоненте L A3 ( )  регулярные функции tr tr trx x x1 2 3, ,  
являются нулевыми.

Для матрицы A GL Kn∈ ( )  обозначим через Z L A3 ( )  ее централизатор. Пусть A p q t∈ ( )Ω , , 0  – некото-
рая фиксированная матрица, для которой справедливо равенство
 t A t Ap q

0 0
1- = .  (2)

Отметим, что в силу леммы 2.3 из [4] совпадают централизаторы:
 Z A Z A Z Ad p q( ) = ( ) = ( ).  (3)
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Для каждой пары матриц A t, 0  и числа i, 1≤ ≤i nA,  рассмотрим морфизм

 f L A Z A GL GL x x z T T xKA i t i
d

n n gK g
, , : , , , , ,

0

1
1 1( ) ( ) ( ) ( )( )× × → … →+     ,, , , .…( ) -  x t z Tg 0

1

Докажем следующие утверждения о свойствах морфизма fA i t, , .
0

Лемма 1. Образ морфизма Im , ,fA i t0  содержится в многообразии R G p qn , .( )( )
Д о к а з ат е л ь с т в о. Для произвольного набора T T fx x t zg A i t1 0

1
0

, , , Im , ,…( ) ∈-  имеем

 T t z T T t z T Tt z x x zTx TxT Tg
p

g

p

0
1 2 2

0

1 1
0 1

2 2
1

1 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )- - -- -… = … -- - - = - - -1
0

1 1
0

1
0

1 1t T T t z A z t Tp .  (4)

Так как z Z Ad∈ ( ) , то в силу (3) правая часть (4) преобразуется к виду Tt A t T TA Tp q
0 0

1 1 1- - -= .  С дру- 
гой стороны, имеем равенство Tx Tx A TT Tg

q q
q

gT x x TT1
11 12 2

1
2 2 1- - -( ) ( )( ) ( )… = … =- .  Это означает, что точка 

T x x t z Tg1 0
1, , ,…( ) -  
 
принадлежит многообразию R G p qn , ,( )( )  что и завершает доказательство леммы 1.

Лемма 2. Образ морфизма Im , ,fA i t0  не зависит от выбора матрицы t0.
Д о к а з ат е л ь с т в о. Пусть t1,  t t1 0≠ , – другая матрица, для которой также справедливо равенство 

t A t Ap q
1 1

1- = ,  и fA ti, , ,
0

 fA ti, , 1
 – соответствующие морфизмы. Тогда с учетом (2) имеем t t A t t Ap p

1
1

0 0
1

1
- - = ,  

откуда следует, что t t Z Ap1
1

0
- ∈ ( ).  Поэтому для любого элемента централизатора z Z Ad0 ∈ ( )  в силу ра-

венств (3) получим z t t z Z Ad1 1
1

0 0= ∈ ( )-  и t z t z0 0 1 1= .  Следовательно, для любого упорядоченного набора 
x x T L A GL Kg i n1, , ,… ×( ) ∈ ( ) ( )    

 
выполняется равенство f fx x z T x x z TA t g A t gi i, ,, ,, , , , , , , , ,

0 11 0 1 1… …( ) ( )=  
что и требовалось доказать.

Таким образом, ввиду независимости Im , ,fA i t0 от выбора матрицы t0 далее для образов морфизмов 
fA i t, , 0

 будем использовать обозначение Im .,fA i  Замыкание образа Im ,fA i  в топологии Зарисского обо-
значим W Ai ( ).  Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. 1. Каждое многообразие W Ai ( )  является неприводимой компонентой R G p qn , ,( )( )  
и этими компонентами исчерпываются все неприводимые компоненты R G p qn , .( )( )

2. Размерность компонентыW Ai ( )  равна g n Z A Z Ad+( ) + ( ) - ( )1 2 dim dim .
3. Число неприводимых компонент многообразия R G p qn ,( )( )   равно nA

A X∈
∑ ,  где X -  множество 

представителей всех классов сопряженности в Ω p q, .( )
Для доказательства теоремы 1 необходим ряд лемм.
Лемма 3. Многообразие R G p qn ,( )( )  является объединением всех своих замкнутых неприводимых 

подмножеств вида W Ai ( ).
Д о к а з ат е л ь с т в о. Многообразие W Ai ( ) неприводимо как замыкание образа неприводимого много - 

образия относительно регулярного морфизма. Покажем, что многообразия W Ai ( ) покрывают R G p qn , .( )( )   
Рассмотрим произвольную точку x x t R G p qg n1, , , , .… ( )( )( )∈  Пусть �A x xg= …1

2 2.  Тогда �A p q∈ ( )Ω ,  и най-
дется такая неприводимая компонента L Ak

�( ), что x x L Ag k1, , .…( ) ∈ ( )�  Легко проверить, что в таком случае 
точка x x tg1, , ,…( )   является образом упорядоченного набора x x E E L A Z A GL Kg k

d
n1, , , ,… ( ) × ( ) × ( )( ) ∈ � �  

относительно морфизма fA k t� , , .  Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Если A B p q, ,∈ ( )Ω  – подобные матрицы, то при подходящей нумерации W A W Bi i( ) = ( ), 

1≤ ≤i nA.
Д о к а з ат е л ь с т в о. Пусть B SAS= -1.  Тогда для всякой матрицы t0 такой, что t A t Ap q

0 0
1- = ,  спра-

ведливо равенство St S B St S Bp q
0

1
0

1 1- - -( ) ( ) = .  Отображение

f L A L B x x S x x Sg g: ,, , , , ,( ) ( )→ ( ) … …( ) -
1 1

1�

очевидно, является бирегулярным изоморфизмом. Положим L B f L Ai i( ) = ( )( ) .  Рассмотрим произволь-
ную точку x x z T L A Z A GL Kg i

d
n1, , , , .… ∈ × ( ) ×( ) ( ) ( )  Тогда так как Z A S Z B Sd d( ) = ( )-1 ,  то

 S x S S x S S zS TS L Z B GL KBg i
d

n
- - -… × ( ) × ( )( ) ∈ ( )1

1
1 1, , , ,   

и f x fx z T S x S S x S S zS TA i t g B i S t S g, , , ,
, , , , , , , ,

0 1
0

1
1

1
1 1… …( ) = -

- - -   SS( ).
Значит, Im .Im, ,f fA i B i⊂  Аналогично доказывается противоположное включение. Таким образом, 
Im Im ,, ,f fA i B i=  следовательно, переходя к замыканиям, получим, что W A W Bi i( ) = ( ).  Лемма 4 доказана.
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Лемма 5. Если матрицы A B p q, ,∈ ( )Ω не подобны, то многообразия W Ai ( )  и W Bj ( )  не содержат­
ся друг в друге.

Д о к а з ат е л ь с т в о. Для доказательства понадобится описание многообразий представлений групп  
Баумслага – Солитера R BS p qn ,( )( )  [5]. Пусть A p q∈ ( )Ω ,  – фиксированная матрица, A1 = Ad,  
где d p q= ( ),  – наибольший общий делитель p и q, t GL Kn0 ∈ ( )  – такая матрица, что t A t Ap q

0 1 0
1

1
1 1- = ,   

где p p
d
q q

d1 1= =, .  Рассмотрим отображение 

g Z A GL K GL K GL K Z X XAX Xt XZA n n n: , , , .1
1

0
1( ) × → × ( )( ) ( ) ( ) ( ) - -�

Обозначим через H A( )  замыкание в топологии Зарисского образа Im gA. В [5] доказано, что много-
образия H A( )  являются в точности неприводимыми компонентами R BS p qn ,( )( ) , и если матрицы A 
и B не подобны, то многообразия H A( )и H B( )  не содержатся друг в друге.

Рассмотрим морфизм
α α: , , , , , , .R G R BS p q x x t x x tn n g g( ) → ( )( ) ( ) = ( )1 1

2 2… …

Поскольку для произвольной точки z x x t Fg A i= ( )… ∈1, , , Im ,  справедливо α z H A( ) ∈ ( ) и Im ,fA i  
плотно в W Ai ( ), то α W A H Ai ( )( ) ⊂ ( ),  1≤ ≤i nA. Покажем, что α W Ai ( )( )  плотно в H A( ).  Рассмотрим 
произвольную точку y g Z X X A t Z X gA A= ( ) = ( ) ∈-, , Im .0

1  Тогда для любой точки x x L Ag i1, ,… ∈ ( )( )  
имеем

α � … …f x X x X X A t X yx Z X x t Z ZA i t g g, , , , , , , , , , .
0 1 1

2 2
0

1
0

1( ) = ( ) = ( ) =- -

Значит, α W A gi A( )( ) ⊃ Im ,  следовательно, α W Ai ( )( )  является плотным подмножеством в H A( ).
Допустим теперь, что матрицы A B p q, ,∈ ( )Ω  не подобны, но имеет место включение W A W Bi j( ) ⊃ ( ).  

Тогда α αW A W Bi j( )( ) ⊃ ( )( )  и H A W A W B H Bi j( ) = ( )( ) ⊃ ( )( ) = ( )α α .  Приходим к противоречию. Сле-
довательно, многообразия W Ai ( )  и W Bj ( )  не содержатся друг в друге. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Размерность многообразия W Ai ( )  равна g n Z A Z Ad2 + ( ) - ( )dim dim .
Д о к а з ат е л ь с т в о. Для вычисления размерности W Ai ( )  воспользуемся теоремой о размерности 

слоев морфизма. Пусть w f x x z TA i t g0 1 0 00
= ( )…, , , , , , .  Найдем dim ., ,f wA i t0

1
0

- ( )  Пусть u y y z Tg= ( )1, , , ,…  
и f u wA i t, , .

0 0( ) =  Тогда справедливо равенство 

 T x x t z T T y y t z Tg g0 0 0
1

1 0 1 0
1, , , , , , .… …( ) = ( )- -  (5)

В результате имеем систему уравнений

 y T T T i gT xi i= ≤ ≤- -1
0 0

1 1, .  (6)

Поскольку для точек x x y y L Ag g i1 1, , , , ,… …( ) ( ) ∈ ( )  справедливо

 x x y y Ag g1
2 2

1
2 2… …= = ,  (7)

то из (6), (7) вытекает равенство A T TAT T= - -
0

1
0

1 . Следовательно, T T Z A0
1- ∈ ( ),  откуда 

 T T Z= 0 1,  (8)
где Z Z A1 ∈ ( ).  Тогда 
 y Z x Z i gi i= ≤ ≤-

1
1

1 1, ,  (9)
и из равенств (5) и (8) получим t z Z t zZ0 00 1 1

1= - , а значит, 
 z t Z t z Z= - -

0
1

1
1

0 0 1.  (10)
Проверим, что элемент z, определяемый формулой (10), принадлежит Z Ad( ).  Поскольку 

Z A Z A Z Ad p q( ) = ( ) = ( )  в силу (3), то следующее вычисление показывает, что z Z Ad∈ ( ) :

zA t Z t z Z A Z z t Z t t Z t A tzp p p- - - - - -- -= ( ) ( ) =1
1

1
0 1 1

1
0

1
0

1
1 0 1

1
00

1
0 0

1
0

-- -- -= = =1
1 0 1

1
1 0 00

1
0

1Z t t Z A Z t t A t Aq q p.

Из (8) – (10) следует, что слой f wA i t, , 0

1
0

- ( )  изоморфен Z A( ) . Следовательно, все слои морфизма fA i t, , 0  имеют одинаковую размерность, равную dimZ A( ). Поэтому с учетом предложения 1 размерность мно-
гообразия W Ai ( )  равна
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dim dim dim dim dim dimW A L A Z A GL K Z A gn Z Ai i
d

n
d( ) = ( ) + ( ) + ( )( ) - ( ) = + (2 )) - ( )dim .Z A

Лемма 6 доказана.
Лемма 7. W A W Ai j( ) ( )≠  при i j≠ .
Д о к а з ат е л ь с т в о. Вначале исследуем случай g n, ,( ) ≠ ( )3 2  либо g n, ,( ) = ( )3 2  и матрица A не 

скалярна. В этом случае многообразие L A( )  содержит 2 неприводимые компоненты. Рассмотрим ре-
гулярную функцию
 ϕ : , , , , , , .R G p q K x x x t x x xn g g( )( ) → ( ) ( )1 2 1 2… � …det  (11)

По предложению 1 на множествах Im ,fA 1  и Im ,fA 2  функция φ принимает значение β и – β соответ-
ственно, где b2 = det A . Следовательно, φ принимает значение β и – β соответственно на многообразиях 
W A1 ( )  и W A2 ( ), поэтому W A W A1 2( ) ( ) = ∅∩ .

Пусть теперь g n, ,( ) = ( )3 2  и матрица A скалярна. Тогда многообразие L A( )  содержит 3 неприво-
димые компоненты и по лемме 6 размерности многообразий W W WA A A1 2 3( ) ( ) ( ), ,  равны 12. В силу 
предложения 1 регулярная функция φ, определенная в (11), принимает значение β и – β соответственно 
на многообразиях W A1 ( )  и W A2 ( ) , поэтому W A W A1 2( ) ( ) = ∅∩ .

Остается доказать, что W A3 ( )  не совпадает ни с W A1 ( ), ни с W A2 ( ). Допустим, что W A AW1 3( ) ( )= . 
Рассмотрим регулярную функцию 

ψ : , , , , , .R G p q K x x x t xn ( )( ) → ( )1 2 3 1� tr
Из предложения 1 следует, что функция ψ на Im ,fA 3  тождественно равна нулю. Так как Im ,fA 3  – 

плотное подмножество в W A W A1 3( ) = ( ),  то функция ψ тождественно равна нулю на W A1 ( ) , а значит, 
и на Im ,fA 1, что противоречит предложению 1. Поэтому W A W A1 3( ) ≠ ( ).  Аналогично W A W A2 3( ) ≠ ( ).  
Лемма 7 доказана.

Доказательство теоремы 1 следует из лемм 3–7.
Теорема 2. Каждая неприводимая компонента W Ai ( )  многообразия R G p qn ,( )( )  является рацио­

нальным многообразием.
Д о к а з ат е л ь с т в о. Введем необходимые обозначения. m n×( ) -Матрицу X будем называть пра-

вильной верхней треугольной, если она имеет вид

 

0 0

0 0
0 0

1 2

1 2

1

… …
� … … � � � �
… … …
… … … …

a a a

a a
a

m

















 при m n≤  и 

a a a
a a a

a a
a

n

n

1 2

1 2 1

1 2

1

0

0 0
0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

… …
…

� � � � �
…
…
…

… … … … …
…

-






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
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



















 при m n≥ .  

Без ограничения общности можно считать, что A  имеет жорданову нормальную форму 
A A As= …( )diag , ,1 , где A J Ji m i m ii i si

= ( ) …( )( )diag , ,
, ,1

α α  – n ni i×( ) -матрица, являющаяся прямой сум-

мой всех клеток Жордана Jm ii j,
α( )  из A с собственным значением αi. Тогда централизатор Z A( )  со-

стоит из невырожденных матриц вида 

 C C Cs= …( )diag , , ,1  где C

X X

X X
i

s

s

s si i i

=
















11 1

1

1
…

� � �
�

,

, ,

  (12)

и Xrt  – произвольная правильная верхняя треугольная m mi r i t, ,×( ) -матрица (см. [8, гл. VIII]). Рассмо-
трим множество T A( )  матриц вида Y Y GLij n= ( ) ∈ ( )� ,  где Yij при i j≠  – произвольная n ni j×( ) -матри-
ца, Yii  – блочная матрица вида

Y

Z Z

Z Z
ii

i
s
i

s
i

s
i
s

i

i i i

=

















11 1

1

( )
,
( )

( )
,

( )
,

,

…

� � �
�
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блоки которой описываются следующим образом. Матрица Zrr
i( )  размером m mir ir×  имеет вид

Z
u u u

u u u

rr
i m

m m m m

ir

ir ir ir ir

( ) ,

, , ,

=















1 0 0

21 22 2

1 2

…
…

� � � �
…





.

Если же r k≠ , то Zrk
i( )  – матрица размером m mir ik×  следующего вида: при m mir ik≤

Z

w w

w w

w w

rk
i

m m

m

m m

ik ir

ik

ir ir

( )

,

,

, ,

=

-11 1

21 2

1

0 0… …

… … … …

� … … … … �
… … … … mmik




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












,

при m mir ik≥

Z
w w

w w

rk
i m

m m m

ik

ir ir ik

( ) ,

, ,

.=



















0 0

21 2

1

…
…

� � �
…

Нетрудно видеть, что dim dimT A n Z A( ) = - ( )2 . Обозначим через hA i t, , 0
 ограничение морфизма 

fA i t, , 0
 на L A Z A T Ai

d( ) × ( ) × ( ).  Несложное вычисление показывает, что hA i t, , 0
 – инъективный мор-

физм. Действительно, если h x x Z T h x x Z TA i t g A i t g, , , ,, , , , , , , , ,
0 01 1 1 1 2 2… = ′ … ′( ) ( )  то

 T x T T x Tx t Z x t Zg g1 1 0 1 1
1

1 0
1

2 2 2, , , , , , .… … ′( ) = ′( )- -  (13)

Значит, T x xT T Ti i1 1
1

2 2
1- -= , 1≤ ≤i g, откуда 

T Tx x T x x Tg g1 1
2 2

1
1

1
2 2 1

2 2… ′ … ′=- - .

Следовательно, T A T AT T1 1
1 1

2 2
- -= , поэтому T T B2 1=  для некоторой матрицы B Z A∈ ( ).  Учитывая вид 

(12) матриц из централизатора Z A( )  и вид матриц из T A( ),  получим B = E и, следовательно, T1 = T2. 
Тогда (13) влечет ′ = ≤ ≤x x i gi i , ,1  и Z1 = Z2, что и доказывает инъективность hA i t, , 0

.
Так как dim dimL A Z A T A W Ai

d
i( ) ( ) = ( )× ( ) × , то морфизм hA i t, , 0

 доминантен. Значит, hA i t, , 0
 – бира-

циональный изоморфизм и W Ai ( )  бирационально изоморфно многообразию L A Z A T Ai
d( ) ( )× ( ) × . По 

предложению 1 L Ai ( )  рационально и, очевидно, Z Ad( )  и T A( )  также рациональны. Следовательно, 
W Ai ( )  – рациональное многообразие. Теорема 2 доказана.
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