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Сформулировано новое нелинейное уравнение, представляющее собой обобщение уравнения Курамото- 
Сивашинского, для описания эволюции плотности дислокационного ансамбля в металле. Найдено его точное решение 
в аналитическом виде. Рассчитано распределение напряжений, обусловленное коллективным поведением дислокаций 
в облученном материале. Проанализировано влияние дозы облучения, на распределение напряжений и форму полосы 
скольжения локализованной деформации.

Введение
Для описания коллективного поведения дис­

локаций в реальных кристаллах часто использу­
ется кинетическое уравнение для плотности дис­
локаций [1,2] Получаемые уравнения оказывают­
ся нелинейными, причем нелинейность, как пра­
вило, представлена членами, квадратичными по 
плотности дислокаций [3]. В недавних работах 
при описании эффектов коллективного поведения 
дислокаций в эволюционном уравнении исполь­
зовалась нелинейность так называемого бюргер- 
совского типа, т.е. слагаемого, представляющего 
собой произведение плотности дислокаций р на 
ее градиент: pVp [4].

Для описания интересующих нас эффектов 
достаточно ограничиться одномерной моделью 
кристалла, в котором движущиеся дислокации 
скользят в одной плоскости вдоль некоторого 
определенного направления (вдоль оси Ox1 на­
пример), и имеют одинаковый знак. В случае та­
кого одномерного движения скорость дислокаций 
становится скалярной величиной, и уравнение 
баланса для плотности p=p(x,f) движущихся дис­
локаций можно записать в виде:

—  + : - { F p - D  д р} = * , - к 2р2. (1)
Ot OX OX

где V -  модуль вектора скорости движущихся 
дислокаций, D -  коэффициент диффузии дисло­
каций, коэффициент Ki отвечает за источник дис­
локаций, коэффициент кг -  за их взаимодействие, 
в частности за их аннигиляцию.

Анализ формы полос деформации
Считается, что скорость скольжения дислока­

ций зависит от их плотности и состоит из трех 
основных частей: V=Vext+ Vi„t+ Vcor- В [4,5] приведе­
ны выражения для каждой составляющей скоро­
сти Vj=mfj, где т -  подвижность дислокаций, ft -  
соответствующая сила, а индекс J принимает зна­
чения ext, in t, cor. Скорость VBxt обусловлена 
внешним механическим воздействием и может 
считаться постоянной. Сила fmt внутренних на­
пряжений в материале, возникающая за счет 
взаимодействия дислокаций с дефектами другой 
природы, например, с вакансиями, микротрещи­
нами и т.д., для слабонеоднородного случая в 
основном приближении по пространственным 
производным может быть записана в виде [5]:

fi„t=bKap(x,t), где Ь -  модуль вектора Бюргерса, Ко 
-  константа.

Корреляционная сила fcor обусловлена на­
пряжениями, возникающими в результате пере­
распределения энергии между взаимодействую­
щими дислокациями и их взаимного расположе­
ния, обычно записывается в виде, приведенном в 
[3].

Используя приведенные в работах [5,6] 
оценки ,для коэффициентов ki и кг, рассчитанные 
для конкретных металлов, можно считать вклад 
слагаемых правой части в уравнении (1) пренеб­
режительно малыми по сравнению с остальными 
членами.

Решение уравнения (1) можно искать в виде 
p(x,i)=fxi+u(x,t), где и(х,1) флуктуация плотности 
дислокаций относительно средней стационарной 
плотности дислокаций, рй-(пі/А2) -  средняя ста­
ционарная плотность дислокаций в материале, 
определяемая из условия J(po)=0, которая счита­
ется постоянной в рассматриваемом объеме. 
Учитывая это, можно получить в интересующем 
нас приближении уравнение, описывающее эво­
люцию флуктуации плотности дислокаций:

■ 2
du du du \ (  du+ a, + Ot7W — T u.3■)
dt *  I ^dx
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(2)

где G -  модуль сдвига, д -  безразмерный число­
вой коэффициент порядка единицы и введены 
обозначения

а 3 = mGb2 / 4тср0 , а 4 = mGb2 / 4 п -  D  , а5=т)аз. 
Уравнение (2) представляет собой обобщение 
известного нелинейного уравнения Курамото- 
Сивашинского и переходит в него при аз=0 [7].

Нами найдено точное решение уравнения
(2) в явном виде:

u (x , t)  =  A  -  1 + B th k (x  - s t )  + C  (3) 
ch k ( x - s t )

где его параметры полностью определяются че­
рез исходные коэффициенты уравнения (2) по 
формулам:
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Решение (3) представляет собой волну 

флуктуации плотности дислокаций, описываю­
щую край полосы локализованной деформации, 
фронт которой стационарно движется со скоро­
стью S. Форма края полосы существенным обра­
зом зависит от знака у, знак которого зависит от 
знака а*. Его изменение может происходить под 
влиянием облучения. В [4] отмечалось, что в со­
ответствии с общепринятыми представлениями 
модуль сдвига, определяемый упругими констан­
тами материала, мало меняется под облучением. 
Следует отметить, что у>0 всегда при а4>0, a при 
а4 < 0  может оказаться как у>0, так и у<0 в зависи­
мости от величин абсолютных значений осталь­
ных коэффициентов в (2).

Зная распределение плотности дислокаций, 
можно получить распределение напряжений в 
металле по хорошо известному закону деформа­
ционного упрочения [2]:

o ( x J )  =  a G b ^ p ( x j ) , (5)

где а -  постоянная междислокационного взаимо­
действия (обычно а«0,2-0,4). Считая и(х,0«ро, в 
основном приближении можно получить:

O (X J) =  O0 1 + и(х,Г)
2Ро

(6)

где O0 -  CiLrD^p0 -  постоянная величина.

Полученное явное решение (3) зависит от 
относительной координаты 6=k(x-$f). Поэтому и 
распределение напряжений (6), вычисленное на 
основе (3), будет представлять собой зависи­
мость O=Ci(O). На рис,1 показаны типичные кривые 
распределения напряжений о=о(0), полученные 
после подстановки (3) в (6) в двух характерных 
случаях для различных знаков величины у.

Смена монотонности кривых распределения 
напряжений связана в первую очередь с тем, в 
какую сторону происходит перемещение края 
полосы локализованной деформации.

Направление такого движения определяется 
знаками величин у и а*. В случае D lт>Gb2/4-я 
(а4<0) кривые (6) могут, как возрастать, так и 
убывать. Смена монотонности кривых (6) связана 
в первую очередь с тем, в какую сторону проис­
ходит перемещение края полосы локализованной 
деформации. Направление такого движения оп­
ределяется знаками величин у и « 4 . Из (4) при

а4<0 следует, что у>0 при а4> Ot4 , и у<0 при

а4< а 4 , где а 4 =  -2 4 ( а 2 / а 3) 2а 5 /2 5  <0 -  крити­

ческое значение параметра, определяемое из 
условия у=0. Из этих неравенств следует, что 
край полосы локализованной деформации пере­
мещается вправо при Dlm>A (соответствует у<0), 
и край полосы локализованной деформации пе­
ремещается влево при Dlm<A (соответствует 
у>0), где введен критический параметр 

Gb2 -TlTj -A =
384 P0 K l

4п

Рис. 1. Характерные кривые распределения напряже­
ний (6) в образце, построенные при использовании за­
висимости (3) от Q=k(x-st) при фиксированных значени­

ях параметров a,«2a3, a2~a3~a5~a4, при которых 
a j =-0,96 (при О4<0), а для линии (1 ) -  a<»1,0938aj ;

(2) -  0 4»1 ,0001 а 4 ;(1) -  а«я0,9999а4 ;(1) -  а„«0,8854а!;

В [4] для случая термоактивного режима 
скольжения дислокаций показано, что отношения 
коэффициента диффузии дислокаций к их под­
вижности существенно зависит от температуры T 
по закону DIm JkeT)2, где кв -  постоянная Больц­
мана. Эта зависимость позволяет сделать вывод 
о том, что с изменением температуры может про­
изойти смена направления движения края полосы 
скольжения локализованной деформации. При 
невысоких температурах может реализоваться 
ситуация Dlm<A, а с повышением температуры 
она поменяется, и будет Dlm>А, так как величина 
А практически не меняется в ростом температу­
ры.

В [4] также обсуждалась зависимость вели­
чины D/т  от дозы внешнего облучения. C увели­
чением дозы облучения величина Dim  уменьша­
ется, что может привести к существенным изме­
нениям соотношения величин DIm и А, которое 
повлечет за собой описанное выше изменение 
направления движения полосы скольжения.

Проанализируем теперь влияние нелиней­
ностей второго рода аз и дисперсии as уравнения 
(2) на форму края полосы локализованной де­
формации в деформированном облученном ма­
териале. По своему определению эти параметры 
одного порядка малости и описывают корреляци­
онные эффекты при коллективном поведении 
дислокаций.

Рассмотрим нелинейность второго рода и 
дисперсию в уравнении (2) как малые возмуще­
ния, предполагая аз=8р, as=bq, где 5 « 1  -  малое 
положительное число, а p ~ q -  константы, порядок 
которых соизмерим с порядком остальных коэф-
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фициентов уравнения (2) сц-аг-аз-оц- Прибли­
женное решение уравнения (2) будем искать в 
виде t/(0)=uo(0)+5ui(0), где Q=k(x-st), 
üo(O)=2/cct4th(0)/a2 -  решение невозмущенного 
уравнения (т.е. при аз=а5=0). В основном при­
ближении по малому параметру б, можно полу­
чить линейное уравнение для добавки ід (0), ре­
шение которого легко находится и имеет вид '

2 к 1 Г ,(6th0-50
i  <аа-,км ,(9 ) :

а ,

-  р а 4[1 + 2ln(ch0)]}
ch^e

the
(7)

Решение и(0), в которое подставляется (7), 
описывает характерные изменения формы края 
полосы локализованной деформации в зависимо­
сти от параметров системы. Проанализируем 
сначала влияние дисперсии. На рис,2. показаны 
такие характерные кривые и(0), основанные на 
(4), при отсутствии нелинейности второго рода и 
различных значениях параметра дисперсии, C 
ростом вклада, обусловленного дисперсией, вы­
сота полосы уменьшается и возникает размытие 
ее краев.

Рис. 2. Характерные кривые U(O)=U0(O)+Su1(G) при р=0 и: 
(1) -  при g-i, (2) -  при д2> (3) при д3, (4) -  при д4,

(5) -  при д5, причем O1=O и qi<q2<q3<q^<q5

близка к реальной, и можно ожидать наблюдения 
ее в экспериментах.

Рис. 3. Характерные кривые U(G)=U0(G)+Sui(G) при отлич­
ном от нуля q и: (1) — при рь (2) -  при р2, (3) -  при рз, (4) 

-  при р4, (5) -  при ps, причем P1=O и P1 <р2<ръ<р*<рь

Наиболее близкими к описанию формы по­
лосы скольжения дислокаций в реальных мате­
риалах следует считать кривые (2) и (3) на рис.З 
(построенные соответственно при т)»1,98 и 0,68), 
для которых значения параметров нелинейности 
второго рода и дисперсии наиболее близки.

Заключение

Использование уравнений (2) позволило 
проанализировать направление движения полосы 
локализованной деформации в зависимости от 
параметров металла, а также изменение ее фор­
мы при учете более тонких эффектов, связанных 
с корреляционным взаимодействием движущихся 
дислокаций в облученных металлах. Работа вы­
полнена при финансовой поддержке гранта 
030216263 РФФИ.
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It Is shown that the evolution of dislocation grope density is described by new nonlinear equation representing the generaliza­
tion of Kuramoto-Sivashinsky equation. The strain distribution conditioned by collective behavior of the dislocations in irradiated 
metals is calculated. The influence of irradiation doze, temperature, special kind of non-linearity and dispersion of the evolution 
equation on the strain distribution and the form of the localized dislocation zone is analyzed.
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