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ПРиМЕнЕниЕ  УМЕРЕнно  УСТоЙЧиВЫХ  
РаСПРЕДЕЛЕниЙ  В  МоДЕЛяХ  GARCH(1, 1)

В. С. ТЕРЕХ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассмотрено применение классического и модифицированного умеренно устойчивых распределений при по-
строении моделей GARCH. Такие модели используются для анализа и прогнозирования финансовых и экономиче-
ских временных рядов, которые обладают определенными особенностями: кластеризацией волатильности, тяжелы-
ми хвостами и несимметричностью распределений остатков. Приведено сравнение свойств устойчивых и умеренно 
устойчивых распределений, описаны методологии построения моделей и последующей оценки параметров с по-
мощью метода максимального правдоподобия. Выполнен экспериментальный сравнительный анализ точности оце-
нок параметров моделей с различными распределениями остатков по модельным данным, который подтверждает 
эффективность используемых методов. Рассмотрен пример построения моделей по реальным данным. 

Ключевые слова: модель GARCH; устойчивое распределение; умеренно устойчивое распределение; метод 
максимального правдоподобия.

USE  OF  TEMPERED  STABLE  DISTRIBUTIONS  
IN  GARCH(1, 1)  MODELS

u. S. TSERAKH  a

аBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Use of classical and modified tempered stable distributions for GARCH models is considered in the paper. Such models 
are applied for the analysis of financial and economic time series, which have several special properties: volatility cluste-
ring, heavy tails and asymmetry of residuals distributions. Comparison of the properties of stable and tempered stable 
distributions is presented; methodologies for constructing models and subsequent estimation of parameters using the maxi-
mum likelihood method are described. An experimental based on model data comparative analysis of the accuracy of mo-
dels parameters estimates for different residuals distributions was held, and it confirms the operability of the used methods. 
An example of building models on real data is considered.

Key words: GARCH model; stable distribution; tempered stable distribution; maximum likelihood method.

Введение
Модель GARCH [1] (Generalized Autoregressive Conditionally Heteroskedastic) – обобщенная авторег-

рессионная модель условной гетероскедастичности, ее модификации являются одним из основных ин-
струментов для анализа экономических и финансовых временных рядов. Такие временные ряды имеют 
специфические свойства, которые должны быть учтены при построении модели. Тяжелые хвосты рас-
пределения остатков свидетельствуют о наличии экстремальных наблюдений. Распределение может 
быть несимметричным, это является следствием того, что различные внешние факторы по-разному 
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влияют на изменения цен финансовых активов. Кластеризация волатильности означает, что малые из-
менения цен финансовых активов следуют за малыми изменениями, а большие изменения следуют за 
большими. 

В ходе ряда исследований было установлено, что модель GARCH с нормальным распределением 
остатков дает неудовлетворительные результаты. Это связано с тем, что нормальное распределение 
имеет недостаточно тяжелые хвосты и является симметричным. Таким образом, актуальна задача ис-
сле дования моделей GARCH с другими, отличными от нормального распределениями. Например, 
в последние годы активно изучаются модели с a-устойчивыми (a-stable) распределениями [2– 4]. 
Такие модели дают удовлетворительные результаты, хотя и у них есть ряд недостатков. Во-первых, 
у a-устойчивых распределений есть конечные моменты лишь порядка меньше a. Во-вторых, они 
имеют  явную форму функции плотности распределения лишь в нескольких частных случаях: a = 0,5, 
a = 1,0, a = 2,0. В-третьих, хвосты a-устойчивых распределений оказываются слишком тяжелыми, 
они недостаточно эффективны при анализе реальных данных. Чтобы избежать описанных выше труд-
ностей, были разработаны различные обобщения a-устойчивых распределений, которые образуют 
класс распределений, называемых умеренно устойчивыми.

В настоящей работе исследуются модели GARCH(1, 1) c a-устойчивым, классическим умеренно 
устойчивым, модифицированным умеренно устойчивым распределениями [5; 6]. Проводится сравни-
тельный анализ точности оценивания параметров модели GARCH(1, 1), a также параметров распреде-
лений остатков с помощью метода максимального правдоподобия. Рассмотрен пример построения по 
реальным данным моделей GARCH(1, 1) с различными распределениями, а также выбор оптимальной 
модели для прогнозирования на основании статистических критериев. 

Модель GarCh(1, 1) c устойчивыми распределениями
a-Устойчивое распределение. Пусть a ∈( ]0 2, , b ∈ -[ ]1 1, , s ∈ + ∞( )0, , m ∈. Тогда случайная ве-

личина X имеет a-устойчивое распределение, если ее характеристическая функция описывается сле-
дующим выражением:
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Будем обозначать X S a s b m, , .( )  Параметры имеют следующий смысл: a – параметр устойчи-
вости; b – асимметрии; m – сдвига; s – масштаба. Если задать m = 0, s = 1, b = 0, то получим стан-
дартное a-устойчивое распределение, которое будем обозначать как std Sa . Отметим несколько свойств 
a-устойчивого распределения:

E X E X E X p E X pp p= > = ∞ < ≤ < ∞ < < = ∞ ≥m a a a a, ; , ; , ; , .1 0 1 0

Приведенные выше свойства вызывают определенные трудности для использования a-устойчивого 
распределения при построении моделей GARCH. Более подробно это рассмотрено в [4; 7]. 

Классическое умеренно устойчивое распределение. Пусть a s l l m∈( ) ∪ ( ) > ∈+ -0 1 1 2 0, , , , , , .  
Тогда случайная величина X обладает классическим умеренно устойчивым распределением (classical 
tempered stable, CTS), если ее характеристическая функция имеет вид
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где u ∈;  G – гамма-функция. Будем обозначать X  CTS a s l l m, , , , .+ -( )  Семиинварианты для рас-
пределения находятся следующим образом:
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c X1( ) = m,

c X n nn
n n n( ) = -( ) + -( )( ) = …+

-
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-a a l la aG 1 2 3, , , .

Параметры a, m, s имеют такой же смысл, как и для α-устойчивого распределения. Параметры l + 
и l – контролируют скорость затухания для положительного и отрицательного хвостов соответственно. 
Если l l l l+ - + -> <( ),  то распределение имеет левую (правую) асимметрию, и если l + = l – , то рас-
пределение симметрично. Параметры l + , l – и a также задают тяжесть хвостов распределения. Если 
сделать замену

s a l la a= -( ) +( )( )+
-

-
- -

G 2 2 2 1
,

тогда случайная величина X  CTS a s l l, , , ,+ -( )0  имеет нулевое среднее, а дисперсия будет равна 1. 
В таких случаях говорят, что X имеет стандартное CTS-распределение с параметрами a, l + , l – , и обо-
значают X  stdCTS a l l, , .+ -( )

Модифицированное умеренно устойчивое распределение. Пусть a s l l m∈( ) ∪ ( ) > ∈+ -0 1 1 2 0, , , , , , .
a s l l m∈( ) ∪ ( ) > ∈+ -0 1 1 2 0, , , , , , .  Тогда случайная величина X имеет модифицированное умеренно устойчивое распределение 

(modified tempered stable, MTS), если ее характеристическая функция описывается следующим выра-
жением:
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где 2 F1 – гипергеометрическая функция. Семиинварианты для распределения находятся следующим 
образом:
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Будем обозначать X  MTS a s l l m, , , , .+ -( )  Параметры распределения имеют такой же смысл, как 
и параметры CTS-распределения. Если сделать замену
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тогда случайная величина X  MTS a s l l, , , ,+ -( )0  будет иметь нулевое среднее, а дисперсия будет 
равна 1. В таких случаях говорят, что X имеет стандартное MTS-распределение с параметрами a, l + , 
l – , и обозначают X  stdMTS a l l, , .+ -( )

Модель GARCH(1, 1). Процесс X tt , ,∈  удовлетворяет модели GARCH(1, 1), если
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где Z tt , ∈{ }  – независимые, одинаково распределенные случайные величины, а w0 > 0, w 1 > 0, w 2 > 0 – 
параметры модели. Условие стационарности имеет следующий вид: 

w 1 + w 2 < 1.
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Оценка параметров. Зададим векторы параметров и допустимые множества параметров для моде-
лей GARCH(1, 1) с различными распределениями величин Zt . Пусть Z Nt  0 1, .( )  Тогда вектор пара-
метров будет иметь вид

q w w wnorm
T= ( )0 1 2, , ,

где Т – знак транспонирования, а допустимое множество параметров

Knorm norm= + < < { } { } <{ }≤q w w w w w w w w: ; min , , , , .max1 2 0 1 2 0 1 21 0 1

Для случая, когда Z St  a b s m, , ,( )  зададим вектор параметров и допустимое множество параметров 
следующим образом:
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Для оценки параметров модели GARCH(1, 1) будем использовать метод максимального правдопо-
добия. Пусть известна выборка размером n X1, …, Xn , n ∈,  за процессом X tt , .∈  Тогда оценка 



qn 
вектора параметров q модели GARCH(1, 1) на компакте K определяется следующим образом:
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q ∈ K, t n=1, ,  f x( ) – функция плотности распределения величин Zt ; 


ht q( )  можно расценивать как 
оценку st . Заметим, что 



ht tq s0( ) =  при всех t ∈, а q0 – истинный вектор параметров. В качестве 


ht q( ) 
будем использовать функцию 



h yt tq q( ) = ( )1 2/ , где yt q( ) определяется следующим образом:
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где e ∈ ∞[ )0,  – произвольное начальное значение. Отметим, что для некоторых рассматриваемых выше 
распределений явный вид функции плотности распределения неизвестен. Для нахождения значений 
функции f x x( ) ∈, ,  будем использовать обратное преобразование Фурье характеристической функ-
ции F t( ).

анализ точности оценки параметров  
моделей GarCh(1, 1) с устойчивыми распределениями

По заранее заданным параметрам (табл. 1) моделировались процессы GARCH с различными рас-
пределениями остатков: 

GARCH(1, 1)-stable – Z St  a ,

GARCH(1, 1)-CTS – Zt  CTS a l l, , ,+ -( )
GARCH(1, 1)-MTS – Zt MTS a l l, , .+ -( )

Т а б л и ц а  1
истинные значения параметров

Ta b l e  1
real parameter values

Модель w0 w 1 w 2 a l + l –

GARCH(1, 1)-stable 0,000 1 0,3 0,5 1,3 – –

GARCH(1, 1)-CTS 0,000 1 0,3 0,5 1,3 10 15

GARCH(1, 1)-MTS 0,000 1 0,3 0,5 1,3 10 15

Для каждого процесса было смоделировано 50 выборок длиной T от 100 до 5000 наблюдений с интер-
валом 100 наблюдений. По каждой выборке проводилась оценка параметров соответствующей модели 
с помощью метода максимального правдоподобия, описанного в разделе «Оценка параметров», и для 
каждой оценки была получена стандартная ошибка. В табл. 2– 4 приведены полученные оценки, в скоб-
ках даны стандартные ошибки оценок параметров каждой из моделей для выборок различной длины. 

Т а б л и ц а  2
Оценки параметров модели GarCh(1, 1)-stable  

для различных объемов выборки
Ta b l e  2

Parameter estimates of GarCh(1, 1)-stable model  
for samples of different length

T w0 = 0,000 1 w 1 = 0,3 w 2 = 0,5 a = 1,3

1000 7,787 1 E-5
(3,117 2 E-5)

0,274 3
(0,017 2)

0,640 1
(0,038 1)

1,221 5
(0,035 0)

2000 5,364 3 E-5
(1,855 1 E-5)

0,289 5
(0,028 1)

0,593 0
(0,066 9)

1,405 6
(0,029 1)

3000 0,000 123 1
(3,798 2 E-6)

0,282 1
(0,019 0)

0,625 9
(0,039 2)

1,394 1
(0,025 3)
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T w0 = 0,000 1 w 1 = 0,3 w 2 = 0,5 a = 1,3

4000 9,082 3 E-5
(1,603 1 E-5)

0,306 0
(0,014 5)

0,529 8
(0,041 3)

1,351 1
(0,023 5)

5000 0,000 109 2
(2,091 3 E-6)

0,295 3
(0,012 2)

0,539 0
(0,033 4)

1,290 3
(0,023 1)

Т а б л и ц а  3
Оценки параметров модели GarCh(1, 1)-CtS  

для различных объемов выборки
Ta b l e  3

Parameter estimates of GarCh(1, 1)-CtS model  
for samples of different length

T w 0 = 0,000 1 w 1 = 0,3 w 2 = 0,5 a = 1,3 l + = 10 l – = 15

1000 0,000 101 3
(3,962 1 E-5)

0,276 0
(0,034 4)

0,581 1
(0,106 9)

1,322 5
(0,038 7)

17,337 0
(5,078 8)

16,591 2
(7,618 2)

2000 0,000 162 8
(4,609 2 E-5)

0,349 4
(0,042 9)

0,408 2
(0,069 0)

1,213 6
(0,028 5)

11,060 8
(1,307 8)

14,181 3
(1,961 7)

3000 0,000 117 0
(4,643 3 E-5)

0,295 3
(0,022 9)

0,534 5
(0,062 1)

1,256 1
(0,025 7)

9,454 2
(1,471 0)

16,975 5
(2,206 5)

4000 0,000 114 5
(2,786 1 E-5)

0,302 4
(0,021 3)

0,528 4
(0,041 4)

1,362 5
(0,025 1)

11,317 0
(1,005 6)

17,365 5
(1,908 4)

5000 0,000 105 0
(1,809 3 E-5)

0,290 0
(0,019 9)

0,557 7
(0,034 91)

1,320 3
(0,021 4)

11,577 0
(0,996 2)

14,365 5
(1,494 3)

Т а б л и ц а  4
Оценки параметров модели GarCh(1, 1)-MtS  

для различных объемов выборки
Ta b l e  4

Parameter estimates of GarCh(1, 1)-MtS model  
for samples of different length

T w 0 = 0,000 1 w 1 = 0,3 w 2 = 0,5 a = 1,3 l + = 10 l – = 15

1000 0,000 108 6
(3,770 4 E-5)

0,291 5
(0,028 2)

0,572 3
(0,104 5)

1,302 5
(0,025 2)

14,994 6
(5,124 6)

13,241 4
(7,686 9)

2000 0,000 106 2
(5,711 3 E-5)

0,280 4
(0,027 1)

0,488 8
(0,091 9)

1,290 9
(0,023 3)

8,827 6
(2,749 4)

21,639 6
(4,124 1)

3000 0,000 101 1
(4,519 4 E-5)

0,302 4
(0,022 7)

0,461 9
(0,056 7)

1,293 8
(0,019 3)

14,426 4
(1,515 6)

12,778 5
(2,273 4)

4000 0,000 119 7
(2,893 5 E-5)

0,305 3
(0,020 5)

0,478 4
(0,042 3)

1,324 1
(0,193 7)

8,519 0
(1,051 2)

17,533 5
(1,576 8)

5000 0,000 137 8
(2,197 3 E-5)

0,295 6
(0,015 3)

0,482 5
(0,038 3)

1,324 8
(0,018 29)

11,689
(0,885 0)

15,090 9
(1,327 5)

Графики с отмеченными значениями оценок для различных длин выборок для параметров моде-
ли GARCH(1, 1)-CTS приведены на рис. 1– 6. Горизонтальная линия на каждом графике соответствует 
истинному значению параметра. Графики зависимости стандартной ошибки от размера выборки для 
каждого параметра этой модели представлены на рис. 7–12.

О ко н ч а н и е  т а б л .  2
E n d i n g  t a b l e  2
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Рис. 1. Оценка параметра w0  
в зависимости от объема выборки

Fig. 1. Parameter w0 estimate depending on sample length

Рис. 2. Оценка параметра w1  
в зависимости от объема выборки

Fig. 2. Parameter w1 estimate depending on sample length

Рис. 3. Оценка параметра w 2  
в зависимости от объема выборки

Fig. 3. Parameter w 2 estimate depending on sample length

Рис. 4. Оценка параметра a  
в зависимости от объема выборки

Fig. 4. Parameter a estimate depending on sample length

Рис. 5. Оценка параметра l +  
в зависимости от объема выборки

Fig. 5. Parameter l + estimate depending on sample length

Рис. 6. Оценка параметра l –  
в зависимости от объема выборки

Fig. 6. Parameter l – estimate depending on sample length
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Рис. 7. Стандартная ошибка параметра w0  
в зависимости от объема выборки

Fig. 7. Standard error of w0 parameter  
depending on sample length

Рис. 8. Стандартная ошибка параметра w1  
в зависимости от объема выборки

Fig. 8. Standard error of w1 parameter  
depending on sample length

Рис. 9. Стандартная ошибка параметра w 2  
в зависимости от объема выборки

Fig. 9. Standard error of w 2 parameter  
depending on sample length

Рис. 10. Стандартная ошибка параметра a  
в зависимости от объема выборки

Fig. 10. Standard error of a parameter  
depending on sample length

Рис. 11. Стандартная ошибка параметра l +  
в зависимости от объема выборки

Fig. 11. Standard error of  l + parameter  
depending on sample length

Рис. 12. Стандартная ошибка параметра l –  
в зависимости от объема выборки

Fig. 12. Standard error of  l – parameter  
depending on sample length
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Построение моделей GarCh(1, 1) по реальным данным
Рассмотрим пример построения моделей GARCH(1, 1) для данных стоимостей акций компании Mic-

rosoft (MSFT). Используются дневные данные с 1 марта 2007 г. по 1 марта 2017 г. Предположим, что 
динамика логарифма доходности ценных бумаг имеет следующий вид:

log , ,
S
S

Z tt

t
t t

-









 = ≤ ≤
1

1s T

где St > 0 – стоимость ценной бумаги в момент времени t t, ;∈  st Zt – волатильность доходности, опре-
деленная с помощью модели GARCH(1, 1). Для временного ряда были построены модели GARCH(1, 1) 
с нормальным, a-устойчивым, классическим умеренно устойчивым, модифицированным умеренно 
устойчивым распределениями остатков. Результаты оценки параметров моделей приведены в табл. 5.

Т а б л и ц а  5

Оценки параметров моделей GarCh(1, 1)  
с различными распределениями остатков (по данным MSFt )

Ta b l e  5
Parameter estimates of GarCh(1, 1) models  

with different residuals distributions (for MSFt data)

Модель w0 w 1 w 2 a l + l –
GARCH(1, 1)-normal 6,375 5 Е-5 0,198 4 0,798 8 – – –

GARCH(1, 1)-stable 4,921 9 Е-5 0,127 5 0,866 4 1,593 1 – –

GARCH(1, 1)-CTS 5,011 9 Е-5 0,116 4 0,755 3 1,698 9 0,069 3 0,072 4

GARCH(1, 1)-MTS 5,831 3 Е-5 0,132 3 0,693 1 1,653 4 0,072 1 0,069 4

Для оценки того, насколько хорошо модель подходит для временного ряда, использовался критерий 
Колмогорова – Смирнова. Нулевые гипотезы определены следующим образом: H0 normal( ),  H0 stable( ),  
H0 CTS( ),  H0 MTS( ) – остатки соответствуют нормальному, устойчивому, классическому умеренно 
устойчивому, модифицированному умеренно устойчивому распределениям соответственно. В табл. 6 
приведены статистики Колмогорова – Смирнова (KS) и их p-значения. Согласно полученным резуль-
татам нулевая гипотеза H0 normal( )  отклоняется, так как p-значение меньше уровня значимости, рав-
ного 5 %. Остальные нулевые гипотезы не отклоняются. 

Т а б л и ц а  6
Статистики колмогорова – Смирнова  

и их p-значения
Ta b l e  6

Kolmogorov – Smirnov statistics and p-values

Распределение 
остатков KS p-Значение

Normal 0,120 1 0,000 0

Stable 0,028 6 0,056 1

CTS 0,019 4 0,144 5

MTS 0,021 0 0,150 1

Для сравнения моделей и выбора наилучшей использовались следующие информационные крите-
рии:

1) критерий Акаике (Akaike information criterion, AIC):

AIC = - + 





2 2LLF
T

k
T
,
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2) байесовский критерий (Bayesian information criterion, BIC):

BIC = - +2 LLF
T

k T
T
ln ,

3) критерий Хеннана – Куинна (Hannan – Quinn information criterion, HQIC):

HQIC = - + ( )2
2LLF

T
k T
T
ln ln

,

где LLF – значение функции правдоподобия; T – длина временного ряда; k – количество параметров 
модели. Результаты представлены в табл. 7.

Т а б л и ц а  7
результаты информационных критериев

Ta b l e  7
information criteria results

Критерий GARCH(1, 1)-normal GARCH(1, 1)-stable GARCH(1, 1)-CTS GARCH(1, 1)-MTS

AIC –3,595 95 –3,978 65 – 4,087 05 – 4,130 93

BIC –3,589 16 –3,970 16 – 4,075 16 – 4,149 34

HQIC –3,593 53 –3,975 62 – 4,082 82 – 4,150 32

Согласно результатам, приведенным в табл. 7, лучшей следует признать модель GARCH(1, 1)-MTS, 
потому что она имеет наименьшие значения информационных критериев.

Заключение
На основании проведенных исследований можно сделать вывод о том, что умеренно устойчивые 

распределения могут быть использованы для моделирования финансовых временных рядов. Более 
того, модели GARCH(1, 1) с умеренно устойчивыми распределениями могут показывать лучшие ре-
зультаты по сравнению с традиционно применяемыми моделями.
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