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0 ! = 1,
Kn J

= 1, а число 5(п, г, I) определяется по формуле (1).
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УДК 514.765

Ю.Я. Р ОМАНОВСКИЙ

ПРОСТРАНСТВА, ПОРОЖДЕННЫЕ СОБСТВЕННОЙ ГРУППОЙ
ПУАНКАРЕ

The geometrical interpretation of homogeneous space generated by an own Роіпcагe group is 
given.

Пусть M  -  ориентированное пространство Минковского, в котором зада­
на инерциальная система координат [1]. Любому вектору ze M  можно по­
ставить в соответствие эрмитову матрицу следующим образом:

Z1 + IZ2
где го, Zi, гг, Z3-  координаты вектора z, ст0, Ct1, Ct 2, а 3 -  матрицы Паули [2].

Если на векторном пространстве эрмитовых матриц Не(2) задать скаляр­
ное произведение <г, u>=(Tr(z)Tr(u)-Tr(zu))/2, то соответствие (1) является 
изоморфизмом ориентированных про^.ранств Минковского.

Рассмотрим аффинное пространство

Z I  Z0CT0 4* Z1Ct1 4" Z2CT2 4* Z3CT3 —
Z1 - I Z 2 

Z0 -  Z3
( 1)

над векторным про^ранством

K =

C помощью отображения

' E (Г

z E /

'0
0 Ii
0.

Zf=He(I)

ZGHe(I) .

p : H e ( 2 ) - > K : z - > Z  =
0
z 0

которое является биекцией, задаем структуру ориентированного пространст­
ва Минковского на К  со скалярным произведением <Z, U>=<p~l(Z), p“'(t/)>.
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М атем ати ка  и  инсЬорматика

Аффинное пространство К  над ориентированным пространством 
Минковского будем обозначать A4M.

< О Г
Пусть ф:SL(2, С) —»SL(2, C ):b-> £b  £ '. где E =

-1 и
физм группы SL(2, С) (здесь и дальше черта обозначает комплексное со-

а е  SL(2, С) -  группа вращений A4M  (собст-

-  эндомор-

пряжение), H =
О а

венная группа Лоренца), тогда группа G собственных преобразований A4M  
(собственная группа Пуанкаре) представляется в виде полупрямого произ­
ведения мультипликативных групп K u  Н:

G = K * H = g = k h k e K ,  he  H =

=  U  =
Ф(а) О 
гф(а) а

z tH e (2 ) ,  a e S L ( 2, С)

При этом групповая операция в G есть обычное умножение матриц. 
Обозначим:

I  =

Осо '  0 Г

оIi '1
, где е = A = , где ц  =соо

-1 0 о ц 0 -1
Пусть Г -  полугруппа, порождаемая эндоморфизмами:

xV - -G ^ G
ф(а) On

__ \
ф(а)

'S
4 7

0 ач .
4>,:G ->G :g->fi'V(g)ß~‘;

<t>2 :G -> G :g-> 4 '(J );

Ф3: G -> G :g
Рассмотрим глобальную пару [3] (G, Г).
Предложение. Глобальная пара (G, Г) является полной глобальной па­

рой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать [3], что H '=\heG  Fc(h)=h, 

VFcG Г} -  конечная подполугруппа в G.
В нашем случае имеем

H r = h e  G xV(H) = H, Ф\(h) = h, ч'-дгс; = h. Ф3(/г) = /г} =

h e  G H =
'ф(а)

О а
, Ф,(h) = h, Ф,(H) = K Ф3(Н) = Н =

HeG H =
ф (а)
V , fl = diag[±l, ±1]( =

-  Kh =

О а

r <Sf(a) ( Г

/О а
а = diag[±l, ± 1 ] .

Глобальная пара (G, Г) порождает [3] серию однородных пространств 
Q(Fc ) = ̂ x e G  x = gFc (g~ '),ge G ,Fc е  Г, 

на которых действие группы G задается отображением
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М атем ати ка  и  ин ф орм ати ка

л : GxQ(Fc ) -> Q(Fc ) : (g,x) -> gxFG(g~l).
C глобальной парой (G, Г) ассоциируется [4] глобальная пара (Я, Tw), где 

Г//=Г I н, которая также порождает однородные пространства

Q(Ffi)= x s H  X = gFH(g ) ,g s  H ,FHs T H.

Рассмотрим пространства Q(Fc) и Q(Fh), определяемые системами обра­
зующих полугрупп Г и Tw соответственно:

Mo = Q m  = {*0 = g ^ (g - ' )\g e g } = I x 0 =  Е  ° '
г E

z s H e ( 2)

= {х,=

M t =Q(Q) 1 ) = {*, =«Ф,(«" ,) | ^ е С }  =

ZSHe(T), a S SL(2, С)
ф (арш 1I*-1) О 

z<bfaua-1u -1) aua-lu-1

M2 = ß(<t>2) = {*2 = ^ 2( g " ') |« e G }  =

zsH e(T), a s  SL(2, С) 

M3 = б ( Ф 3) = {*з = £Ф 3(£~‘) g e  G} =

JC2 =

-1
ф (аа ) 0

гф (аа ')  аа '

*3 =

.  .

ф(аеа е ) 0
ZSHe(T), a s S L (2, С)I гф(аеа е-1) ага г /

N\ = 0(Ф, |« )  = {у, = *Ф ,(*- ,) |* е  Я} =

= IJ i =
а\ш V 1

a s  SL(2, С)
ф(ара 1U ‘) О 

О
\

= Q m  и)=  У2 = 8^ г ( 8 ~1) 8 ^ Н

ф(аа ') 0
a s S L (2, С)J 2 =

0 аа

= Q m  ff)=  J3 = ^ ( D g e G )

( . , - - I t N ф(аеа е ) 0
a s  SL(2, С)J 3 = -1

ага E-

Выясним геометрический смысл пространств, названных пространства­
ми типа Q(F). Прямыми вычислениями показывается, что однородное
гG-пространство м,. = ■• X0 =

' E O4

^  Е )
|ze He(T) [ изоморфно А*М.
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М атем атика и  ин ф ор м ати ка

Заметим, что Mo как проы^анство с действующей группой H  изоморфно
E

M  и разбивается на две Н-орбиты: {0} и M h = z zH e (  2), z *  0

H  действует на Mh сопряжениями.
Для удобства проведения вычислений будем рассматривать изоморфные 

модели

= {й  = Л'іДІУі е Ni }=  ў, =
^ф(ард О

а\ш~
ае S m ,  С)

^3={]h  = Уг*\У2€ N2 } = Уг =

( —1 
ф(ага ) 0

—1

'

a e S L i 2, С)
0 ага

пространств Ni, Ny соответственно. Чтобы придерживаться единых 
обозначений, примем, что W2=N2.

Действие группы H  на YVi задается отображением
Г|,: H  х N1 —» Ni : (h, а) —»hah~', 

а на N2 и Ar3 -  отображением
i

т]2 : #  X /V, —»Ni : (А, а) —> hah , i = 2, 3.
Введем морфизмы

f i : M h X N i -» P : (х, ў,) - » 'ў„
где P -  пространство матриц над полем комплексных чисел размера 4x4. 
Отметим, что при г=1 действие группы H на P задается отображением Tli, а 
при i=2 и /=3 -  отображением Ti2.

Пусть Pi и P2 -  инвариантные части в Р, тогда определяются морфизмы 
а  [5]:

Oi : Ni -4  2м" x 2 M" Iyl -H K itLi), 
где К- = x s  M h f i x ,  Ўі)е = х е  M h f i x ,  ў ,)е  P2 .

Теорема 1. Пространство N i изоморфно Н-пространству пар ортого­
нальных фигур iKi, L i), проходящих через начало координат, где Ki -  дву­
мерная ориентированная евклидова плоскость, Li -  двумерная ориентиро­
ванная плоскость индекса 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

A = A-1. C = C ' ,  B e Hei2)

A = А ', C = C '. В -  косоэрмитова матрица и = _у0 = Д,

[ 'А ° ]H В C\
А 0 '

P2 =
В

тогда Oi(y0) -  пара ортогональных фигур (Ar1, Li), где Ki -  двумерная ориен­
тированная евклидова плоскость, Li -  двумерная ориентированная плос­
кость индекса 1. Н-пространство таких пар однородно.

Прямыми вычислениями показывается, что стационарные группы при 
действии группы H  на точку уо и пару Oi (у0) совпадают:

Я уо={Аея |Ау0А-, = у0} = Ih  =
ф(а) O4 

О a
a =

a о 4
О а -i , а е  C
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М атем ати ка  и  инф орм атика

( У о )  н '
П Н , = h =

Ф (а)

О
а ~

а  О 

О а -1
а е  C

Теорема 2. Пространство N2 изоморфно Я-пространству пар ортого­
нальных фигур (K2, L2), пересекающихся в начале координат, где K2 -  ори­
ентированная гиперплоскость индекса I , L 2 -  ориентированная пространст­
венноподобная прямая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Pi =
'А

0 Il
В C /

A, C s S L ( 2, С), B =

'А ' E

ч - *  С,
A, C s  SL(2, С), В = - B t и у2 = у0 =

0 E
тогда о2(уо) -  пара ортогональных фигур (K2, L2), пересекающихся в начале 
координат, где K2 -  ориентированная гиперплоскость индекса I , L 2-  ориен­
тированная пространственноподобная прямая. Я-пространство таких пар 
однородно. Прямыя вычисления дают совпадения стационарных групп при 
действии группы Я  на точку у0 и пару о2(уо).

Теорема 3, Пространство N2 изоморфно Я-пространству пар ортого­
нальных фигур (K3, L3), пересекающихся в начале координат, где K3 -  ори­
ентированная евклидова гиперплоскость, L3 -  ориентированная временипо- 
добная прямая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Pi =

Pi =

v A о"
В C\

Y a (Г

. ß
C /

A, C s S L ( 2, С), B = Bt

A, C s  SL(2, С), В = -B t и у3 =  у0 =  е,

тогда о3(уо) -  пара ортогональных фигур (K3, L3), пересекающихся в начале 
координат, где K3 -  ориентированная евклидова гиперплоскость, L3 — ори­
ентированная времениподобная прямая. Я-пространство таких пар одно­
родно. В силу совпадения стационарных групп точки уо и пары о3(уо) при 
действии группы Я  утверждение теоремы верно.

Теорема 4. Для каждого г=1,2, 3 пространство M1 изоморфно G-npo- 
странству [JzWiizeM, где Ni -  соответствующее Я-пространство, a Tz -  парал­
лельный перенос в A4M на вектор z.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непосредственно следует из специфики действия 
группы G на пространствах Mu
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