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МЕРА УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ 
ТРАЕКТОРНОЙ ЗАДАЧИ C СОВОКУПНО-ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ  

ПРИНЦИПОМ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Stability of the set o f jointly-extreme solutions of a multicriterion problem on a system of 
subsets o f a finite set with linear partial criteria is investigated.

Пусть на системе непустых подмножеств (траекторий) Гс2£\{0}, |7]>1, 
булеана множества Е={еь е2, ..., ет\, т>2, задана векторная целевая функ­
ция Дг, А) = (fft, A ) ,f2(t, A), . .. ,fn(t, А)), п> 1, с линейными частными крите­
риями (вида MINSUM)

fi(t, А) = £  aij - » min, i s  Nn.
j e N ( t )

Здесь А = Ц ]„ хт е Rnm, Nn={ 1, 2 , л],  N(t)={jsNm:eje t).

В теории принятия решений наряду с широко известным принципом оп­
тимальности по Парето рассматриваются и другие функции выбора 
(см., например, [1-4]). В настоящей заметке под векторной (n-критериаль­
ной) линейной траекторной задачей Zn(A) будем понимать задачу поиска 
совокупно-экстремального множества (множества совокупно-экстремаль­
ных траекторий), которое определим традиционным образом [2—4]:

Cn(A) = { te T : 3 i  е N„ V t° e T  (f.(t, А)< f ( t ° ,  А)}.
Учитывая конечность множества траекторий Т, легко убедиться в спра­

ведливости следующих соотношений, верных при любой матрице A eR nm:
Cn (A) = S n (А) \ (Pn (А) \ Ln (А)) = Ln (A) u  (Sn (А) \ Pn (А)),

Ln (А) с  Cn (А) с  5" (А),

0  ^ C n(A)Q S n (А),

Cn (А) п  Pn (A) = Ln (А),
где Pn(A) -  множество Парето, Sn(A) -  множество Слейтера, Ln(A) -  лексико­
графическое множество, которые определяются следующим образом 
(см., например, [5-7]):

Pn(A)=UeT: T(ft,A)>f(t0,A), fit, A)ffit°, А))},
Sn(A)=Ue T:3t°e TVieNn (fit, A)>f(t°, А))},

Ln(A)= U  Д А ,s) , ДА, S)= {teT: V t°e T(fit, А)<Д ?°, А))}.
se s „

Здесь Sn — множество всех п! перестановок чисел 1, 2, ..., л; 
S=Ub -z, •••, sn)eS n, а бинарное отношение лексикографического порядка 
векторов у = ( у ь  У2, ..., у„) H v  = (у,0, , ..., уи) из Rn задается по формуле

У< /  <^>(y = y ° )v (3 je  Nn V t t t v i4 (ys ys , ySj < )),
где N=0 .

Как обычно [6-8], под устойчивостью векторной задачи Zn(A) будем по­
нимать дискретный аналог свойства полунепрерывное™ сверху (по Xayc- 
дорфу) многозначного отображения, характеризующего зависимость мно­
жества Cn(A) от матрицы А. Поэтому радиусом устойчивости задачи Zn(A) 
по аналогии с [7—9] назовем величину
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„ fsup О, если Q * 0 ,
[О, если Q = 0 ,  

где
0={е>0:Вб Ж(е)(Ся(Л)эСя(Д+В))},

3(е)={Ве IT-=IIB IL <£},
IIBlL =max {|Ьу|:(/, j)е  N nXNm}, B=IbijI xmG Rnm.

Другими словами, радиус устойчивости задачи Zf1(A) -  это предельный 
уровень независимых возмущений элементов матрицы А, которые не при­
водят к появлению новых совокупно-экстремальных траекторий. Ясно, что 
при выполнении равенства C(A)=T радиус устойчивости рп(А)=оо. Поэто­
му здесь будем рассматривать лишь так называемые нетривиальные задачи, 
т. е. задачи, для которых Cn(A) = TXCn(A) Ф 0 .  Задачу Zn(А+В), получен­
ную из исходной задачи Zn(A) при сложении матриц Л и В, будем называть 
возмущенной, а матрицу В -  возмущающей. Положим

Ъ(1,Р,А)=М1, А ) - / ( 1°,А),
A(U Л  = \(tut°)\(tnt°)\,

ер (A) = min nun max -------- -—
* N.  іеС*(Л) >°еГ\|г) A ( t ,  Г )

Очевидно, что для любой нетривиальной задачи фп(А) > 0.
Теорема 1. Для радиуса устойчивости рп(А) векторной линейной тра­

екторией нетривиальной задачи C(A), п > 1, справедлива формула
р"(А) = фп(А). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим для краткости ф:=фп(А). Сначала дока­
жем неравенство рп(А)>ф. При ф=0 это неравенство очевидно. Пусть ф>0.

М атем ати ка  и  ин ф ор м ати ка

Тогда в силу определения числа ф для любой траектории te Cn(A) (сущест­
вование такой траектории гарантируется нетривиальностью задачи Zn(A)) и 
любого индекса ieN„ найдется такая траектория t°e T\(t}, что

0 < ф < т , ( / ,Л  А)
А Л К  'Ł1V«,I )

Поэтому для всякой возмущающей матрицы В=[Ьц]пхте 3$(ф) в силу не­
равенства Il В IL <Ф при любом индексе is  Nn имеем

т , ( М 0,А + В )> т (( М ° , А ) -  S  I 1 > Ti (Г, f 0 , А)-И В IL А(г,г°) >
:N((tVr )\(/ПГ ))

>Т,.(Г, Л  А ) -ф  A(t, t ° )> 0.

Отсюда te Cn (А + В ). Таким образом, при любой возмущающей матри­
це Be $(ф) справедливо включение

C(A+B)q C(A).
Следовательно, верна оценка рп(А)>ф.
Далее покажем, что рп(А)<ф. Согласно определению числа ф>0 найдутся 

индекс keNn и траектория te Cn(A) такие, что для всякой траектории 
t°e T\[t} выполняется неравенство

тk(t, Л  А) < ф A(t, Л- (2)
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М атем атика  и  инсЬооматика

Далее, полагая ехр, рассмотрим возмущающую матрицу В* = [b* ]лхт с 
элементами

- а ,  если i = k , j s  N(t), 
bj = а, если i = к, / g N(t),

О, если

где ф<а<е. Очевидно, что В SdB(E). Учитывая (2) и структуру матрицы В*, 
получаем соотношения

t°,A+ В*) = тk(t, t0, А) -  аД(Г, t0) < тk(t, t0, А) -  ф Д.(г, (°) < О, 
верные для любой траектории Поэтому t является совокупно-экстре­
мальной траекторией возмущенной задачи 2?(А+В*). Таким образом, для 
любого числа е>ф существует такая матрица В* е  35 ( e ) , ч т о  

Cn (А+В*) QiCn(A). Следовательно, при любом числе 8>ф справедливо нера­
венство р”(А)<е, т. е. р"(А)<ф.

Теорема доказана.

Так как из определения множества Cn(A) вытекает формула 

Vre Cn(A) V/ey„3r°e T (т,(г, Г, Д)>0),
то для всякой нетривиальной задачи Zn(A) число ф”(А)>0. Поэтому из тео­
ремы легко получаем

Следствие. Всякая задача z,чл). п>\, устойчива (р”(А)>0).
Замечание. Если п=\, то формула (1) превращается в известную формулу 

радиуса устойчивости скалярной(однокритериальной) траекторной задачи с 
линейным критерием [10].
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