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М а тематика и  и н ф ор м ати  а

УДК 538

Б. С. КАЛИТИН

РАВНОМЕРНАЯ ИНТЕГРАЛЬНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
НЕАВТОНОМНЫ Х ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

In this paper, we initiate studies o f property of uniformly integral continuity of solutions for 
non autonomous differential equations.

Пусть задана система дифференциальных уравнений
X =Д*. t), Xe GaRn, t>0, ( i )

где /: GxR —>R — непрерывная функция, G — открытое связное подмноже­
ство евклидова пространства Rn. Предположим, что для любой пары 
(*o, t0)e. GxR+ существует единственное решение ф(х0, t0, i) системы (1), 
удовлетворяющее начальному условию ф(хо, to, to) =хо. Свойство единствен­
ности гарантируется, например, условием Липшица. Пусть ||x|| означает ка­
кую-нибудь норму пространства Rn. Напомним, что функция Дх, г) удовле­
творяет условию Липшица (или, точнее, равномерному условию Липшица) 
по X ,  если для любого компактного подмножества К  из G существует число 
L-L(K)>0 такое, что

ПЛ*ь 0 - Л * 2, 0 І І ^ І І * 1 - * 2 І І  V X 1, X 2G K и V t>0. (2)
При этом предположении решения обладают так называемым свойством 
интегральной непрерывности. А именно [1], пусть ]ос, ß[ — интервал опреде­
ления решения ф(хо, /о, t), содержащий to. Тогда для любого замкнутого ин­
тервала [а, Ь\ из ]ос, ß[, для любых 7М) ([/о, to +Т\а \а, Ь\) и е>0 существует 
такое число 8>0, что если ||*0-Уо11<5, то решение ф(у0, t0, i) определено 
на [а, Ь], причем ||ф(х0, to, t)-(p(y0, (о, 011<Е Для всех t0<t< t0 +Т.

64

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm
http://www.iceni.com/unlock.htm


В качественной теории устойчивости движения наряду со свойством ин­
тегральной непрерывности [2] используется также и свойство равномерной 
интегральной непрерывности, которое играет важную роль при исследова­
нии поведения траекторий абстрактных полудинамических систем (см., на­
пример, [3]). Однако даже для конечномерного случая систем неавтоном­
ных дифференциальных уравнений в настоящее время отсутствуют иссле­
дования свойства равномерной интегральной непрерывности и не выяснена 
взаимосвязь этого понятия с другими свойствами, используемыми в теории 
дифференциальных уравнений. Цель настоящей статьи -  попытаться вос­
полнить возникший при этом пробел и дать достаточные условия, гаранти­
рующие свойство равномерной интегральной непрерывности решений.

Сформулируем следующее условие:
А) для любого компактного подмножества К из G и некоторого числа 

а>0 существует конечное число
С=С(К,а)= sup sup \\f(x, 0  .

Г0>0 |/-»о|<а, х е К

Приведем теорему, доказательство которой можно осуществить почти 
дословным повторением доказательства известной теоремы Пикара -  Лин- 
делефа (см., например, [4]).

Теорема 1. Пусть функция f  GxR+̂ R n непрерывна, удовлетворяет ус­
ловию Липшица (2) по х. Тогда для любых чисел а>0, b>0 таких, что для 
K={x g G: ]|jc—JC0II <Ь}, \t-t0\<a, выполнено условие А), задача Коши

X  =Лх, f), x(t0)=xо, (3)
имеет единственное решение, причем Vfo>0 всякое такое решение опреде­
лено на отрезке [f0, f0+cc] постоянной длины a=min(a, Ь/С) (о.=а, если C=0) 
и не покидает К.

Отметим, что, в отличие от теоремы Пикара -  Линделефа, в данной тео­
реме гарантируется существование семейства единственных решений зада­
чи Коши (4) при каждом f0>0 на интервале одной и той же длины ооО.

Лемма 1. Пусть система (1) удовлетворяет условию А). Предположим, 
что решение ф(х0, t0, i )  задачи (3) гарантировано теоремой 1 на интервале 
[Г0, fo+cc]. Тогда существуют числа ст>0 и h, 0<h<öL, для которых при всех 
Ajc0 и Afo таких, что || Ax0Î CT и 0<Af0<a, решение ф(х0+Ах0, fo+Afo, f) систе­
мы (1) определено, по крайней мере, на отрезке [fo, t0+h\ для всех f0>0 и со­
держится в замкнутом ограниченном множестве из G.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 1 решение ф(х0+Дх0, ?o+Af0, f) содержит­
ся в шаре Л(хо+Ах0, Ь) при всех te [-Afo, Ct-Af0]. Положим Ji=OL-At0, 0<ст<сс, 
||Дх0||<ст, 0<Af0<a. Тогда оба решения ф(х0, f0, f) и ф(х0+Ах0, f0+Af0, f) будут 
определены на одном и том же интервале [f0, t0+h] одновременно для всех 
значений fo>0 и будут принадлежать компактному множеству

U + > b) s Где черта сверху означает операцию замыкания

М атем атика и  и н ф ор м ати ка

множества. Ясно, что число ст>0 можно выбрать настолько малым, чтобы 
К\е G. Отсюда и следует требуемое утверждение.

Определение 1. Будем говорить, что решение ф(х0, f0, f) системы (1), оп­
ределенное на [а, ß] при всех t0>0, равномерно интегрально непрерывно, ес­
ли ф(х*, f*, f)—>ф(х0, fo, f) для te [а, b\с [ а ,  ß] при (х*, t*) :(х0, fo) равномерно 
по f0e [0 , +°°[, т. е. (Ve>0)(V[a, Ь]с[а, ß])(38>0), что если ||x*-x0||<8, 
|f*-fo|<5 и (х*, f*)e GxR+, то ||ф(х*, t*, 0-ф(х0, fо, f)||<e VfG [а, Ь ]и \/ fo>0.
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Опираясь на лемму, можно показать, что справедлива
Теорема 2. Если функция /: и х к  -ж  непрерывна, удовлетворяет усло­

вию Липшица (2) по х и  условию А), то все решения уравнения ( 1) обладают 
свойством равномерной интегральной непрерывности.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (р(лг0, r0, г) -  решение системы (1), заданное на 
интервале [г0, г0+а], где число а  определено согласно теореме 1. Докажем 
свойство равномерной интегральной непрерывности способом от противно­
го. Пусть для некоторых чисел Ге]0, а] и е>0 не существует числа 5>0, 
удовлетворяющего определению 1. Тогда согласно теореме 1 и лемме 1 
можно указать число а>0 такое, что всякое решение ф(у0, г*, г) для 
1ко-уо11<сг, |г -г0|<сг определено, по крайней мере, для te [г0, t0+T\ при всех 
Го>0 одновременно и содержится в некотором компакте K 1 из G. Согласно 
рассуждениям от противного для сходящейся к нулю последовательности 
положительных чисел (6„), 8„<а, можно указать последовательность на­
чальных точек (yon), I Iyon-Xol |<5„, и две последовательности моментов време­
ни (Гоп), г0п>0, и (r„), r0n <r„< ton+T, Уп>1, такие, что выполняются неравенства

Нф(Уоп, t0„, t „) ~cp(*o, ton, r„)||>s V«>1. (4)
По построению уо„—>х0, при п—»: —, а в силу компактности интервала 

[Гоп, ton+T], не теряя общности рассуждений, можно считать, что 
(Гп—Го„)—>ТЕ [0, Т\.

Используя интегральное представление решений, можем записать равен­
ства:

Ф(х0, ton, tn) =xQ+  J f ( ę ( x 0 , t Qn, s ) , s ) d s ,  фСу ,̂ T0n, г„)=
t O m

ln
=Уоп+ J f  W y 0nA0n,s),s)ds .

М атем ати ка  и  ин ф орм ати ка

В результате вычитания их и перехода к известным неравенствам для норм 
получим:

Пф(УоП> t 0n ,  Г„)-ф(Хо, t 0 n ,  rn)||< IIy7On -XoII+

+ J /(Ф(Уо». t O n . S), * ) - / ( ф(х„, Г0„, S ) ,

tOn

Отсюда на основании условия Липшица для компакта К] следует, что
i„

ІІФСУОп. ton, Гп)—ф(Хо, ГOn, rn)||< Ily0n — Xoll+ L  J |ф(у0)|, t0n, s )  — ф(хл , Г0п , S)||rfs.
'on

И поэтому по лемме Гронуолла получаем неравенство
11ф(Уол, t o n ,  Г„)-ф(х0, t o n ,  Г„)||< I|)'on-Xol|exp(L(r„-r0n)).

Правая часть последнего неравенства, а значит, и его левая часть, могут 
принимать сколь угодно малые значения при достаточно больших п. Одна­
ко это невозможно в силу (4). Полученное противоречие и доказывает тео­
рему 2.

Пример 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение X= (-1)"2гх, r> 1. 
Нетрудно проверить, что, несмотря на то, что оно не удовлетворяет ни ус­
ловию Липшица, ни условию А), решения этого уравнения при п нечетном 
обладают свойством равномерной интегральной непрерывности; при п чет­
ном, напротив, свойство равномерной интегральной непрерывности отсут­
ствует. Отметим также, что при п нечетном нулевое решение рассматри­
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ваемого уравнения равномерно асимптотически устойчиво в смысле [4], а 
при п четном оно неустойчиво.

Другие достаточные условия равномерной интегральной непрерывности 
могут быть получены на основании следующего определения.

Определение 2. Решение (р(хо, to, i) системы (1) будем называть равно­
мерно ограниченным по %>0, если V7M) ЗС=С(Г)>0, что ||cp(jc0, to, OINCIkoII 
для to<t<t0+ T и всех to>0 .

Теорема 3. Пусть правая часть системы (1) удовлетворяет неравенству

где g: к  —ж  -  непрерывная неотрицательная функция. Тогда, если для лю­
бого TM) существует такая постоянная С>0, что выполняется неравенст­
во

то решения системы (1) обладают свойством равномерной ограниченно­
сти по

Действительно, оценивая интегральное равенство (p(jc0, to, O-X0+

или с учетом (5) будем иметь неравенство ||ф(*о, to,

+I g(0  (Pi^mtn.s) ds\. Отсюда, воспользовавшись леммой Гронуолла и (6),

Заметим, что в примере 1 при п нечетном решения являются равномерно 
ограниченными при /0>0, а при п четном они этим свойством не обладают.

Теперь нетрудно видеть, что справедлива
Теорема 3. Если все решения системы (1) равномерно ограничены по 

to>0 для начальных состояний ха из некоторого компакта К, то они обла­
дают свойством равномерной интегральной непрерывности в К.

Пример 2. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений второго 
порядка

Все решения системы (7) равномерно ограничены для любого натураль­
ного числа п. Действительно, нетрудно проверить, что если п четное, то

№  ОН SrfOIWI. JteG, 6 0 , (5)

(6)

получим

JĆ = ( - l ) n -  + *y,
t

(7)
V

= t > I.

Его общее решение имеет вид:
✓  Nf-H*+ V«/,ч(-П " + Упі,

Уо, to, ON-XoI при I+VnfnSU. to<t<t0+T
и
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W*o, Jo, to, OKkoIexp(Tjo) при 1+уо*о>0, t0<t<t0+T для всех /0>1.
Это означает, что решения системы (7) равномерно ограничены по і^гл для 
всех начальных состояний хо, jo из компактного множества в R2, и поэтому 
система (7) обладает свойством равномерной интегральной непрерывности 
решений.

Аналогично рассматривается случай нечетного значения п.
Отметим, что при нечетном п нулевое решение (7) устойчиво по Ляпу­

нову, но не равномерно устойчиво по При п четном нулевое решение 
(7) неустойчиво, однако по координате у сохраняется свойство равномерной 
асимптотической устойчивости для любого натурального п.

Другие достаточные условия равномерной интегральной непрерывности, 
которые позволят воспользоваться обобщением леммы Гронуолла (см., на­
пример, лемму Бихари [5]), могут быть получены путем наложения менее 
жестких ограничений, чем неравенство (6).
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УДК519.62-.

The computational algorithms that numerically solve the initial value problem for a system of 
nonlinear ordinary differential equations are proposed. They allow to increase accuracy of the ini­
tial approximation not mainly by decreasing a discretization step, but also by using successive it­
erations of a Picard-like process.

Так как основное внимание в данной работе будет уделено проблеме по­
вышения точности приближения решений дифференциальных уравнений на 
шаге дискретизации, то рассматриваемую задачу Коши для системы п 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, разрешен­
ных относительно производных, удобнее будет записать в локальной по­
становке:

Для традиционных фиксированного порядка точности методов числен­
ного решения исходной задачи практически единственным рычагом управ­
ления величиной локальной ошибки является шаг сетки т. Однако при ис­
пользовании современных вычислительных машин, имеющих ограничен­
ную разрядную сетку, уменьшение величины т с целью повысить точность 
приближения решения задачи (1), (2) может (вопреки ожиданиям) привести

В.В. БОБКОВ, ИА. КУЧМИЕНКО, Б.В. ФАЛЕЙЧИК

ДИСКРЕТНЫ Й АНАЛОГ МЕТОДА ПИКАРА

dx О)

(2)u(t) = у.
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