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ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПО ПУТЯМ 
ДЛЯ ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ

The method of approximate calculation of path integrals for a particle with a spin is offered. 
The used approach is based on quantum field theory methods and on expansion of a Lagrangian 
and operator of parallel transport. The accuracy of this approximation is checked by means of com­
parison with exact result (free particle propagator on pseudosphere).

Одним из важнейших объектов в квантовой теории поля является фейн- 
мановский пропагатор, с помощью которого выражаются такие величины, 
как амплитуды процессов рассеяния, вакуумное значение тензора энергии- 
импульса, интенсивность рождения пар и т. д. [1]. В искривленном про­
странстве-времени пропагатор является одним из наиболее эффективных 
инструментов для проведения процедуры перенормировки. В данной рабо­
те мы рассмотрим возможность применения интегралов по путям для при­
ближенного вычисления пропагатора.

В работах Швингера и Девитта было показано, что пропагатор скаляр­
ной частицы можно представить в виде интеграла по путям [2, 3]:

G(x", x )  = —\as exp(-i т2 j/2 jjD {x(j)}  exp {i J L(x(s), x(s)) ds .
2 ó

В случае обобщенного уравнения Клейна -  Гордона [4]
(УцУц + т 2) vj/A = 0, ц = 1. 2, 3, (1)

где А -  обобщенный (спинорный, векторный, тензорный) индекс, пропага­
тор имеет вид

Ga A (XntXt) = °jdsexp^-im 2s / ZD{лг(^))РА A(x(s))exp{/jL(x(.s),i:(.y))tis}, (2) 
о

Pa a ‘( x ( s ) )  -  оператор параллельного переноса по пути x(s)\ L(x(s),x(s)) -  
эффективный лагранжиан:

Здесь при использовании недекартовых координат появляется дополни­
тельное слагаемое Vqp (x(s)) -  квантовый потенциал, явный вид которого
зависит от используемого метода упорядочения операторов [2, 7]. Оператор 
параллельного переноса выражается через упорядоченную экспоненту:

P AB'(x(s)) = f  exp (-J Г АВцХЦ(5)^5 j , 

где T -  символ упорядочения по 5; Г Ав ц -  связность

+ГАв ц\1/й ).
Пропагатор, выраженный интегралом (2), тесно связан с пропагаторами 

реальных физических полей. Так, в случае уравнения Прока пропагатор 
имеет вид

. , а  У“Ур'С G P ' -  7  .
т

где G -  пропагатор скалярного поля. Для частицы, описываемой уравнени­
ем Дирака, получим:
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і YmVm-m  (/' YmVm + ш)(' Y11Vm- m)
(i YmVm+ m) =

1
{ i  YmVm +m ),

V + R /4  + т
где R -  скалярная кривизна.

Из последнего операторного тождества видна связь между пропагатора- 
ми для уравнения Дирака и обобщенного уравнения Клейна -  Гордона (1).

Вычисление интегралов по путям вида (2) -  достаточно сложная задача, 
точные аналитические выражения можно получить только в исключитель­
ных случаях [5, 6]. Поэтому особое значение приобретают приближенные 
методы, например методы, разработанные в квантовой теории поля и осно­
ванные на выделении в лагранжиане квадратичных членов по полевым пе­
ременным и применении производящего функционала Z(JU))  [1, 9]

-t-jJj(j) £(s) ds 
о

£(0) = Ь,(Т) = 0. (3)
Эта величина обладает двумя важными свойствами. Во-первых, инте­

грал по путям вида (3) вычисляется точно

exp
T

1 J Г i -  - 1——-ę as
о V 2 j

ZU  ( S ) )  =
(  ; T TГ г

yj2 п i T
exp J j G(s\ s ”)J U n) ds' ds"

2 оо
d%

где G(s, s0) -  решение уравнения = o is -  s„) с граничными условия-
d S

ми £(0) = г ч  i =

G(s, s0) = s
( О \

— " i  
T

+  ( S - S 0) 0 ( s - s o)
T

, s < s 0,

— I 
T

, Sn <  S.

Во-вторых, производящий функционал позволяет вычислять и более 
сложные функционалы [4, 9]:

J d  .£(*)}£(•*)ехр /1
/

-  Iim т
1 Э т' 1

J-*о i dJ(s)
|D{4(s)}exp i J

ds I

X TLi'S

fD{£(s) F(£(s))exp i I
(  i  2 X

= Iim^rV->0
1 Э
i dJ(s)

T
D{£(s) exp iJ

+ i J(s)£,(s)ds

ds

+ ij J(s)l>(s)ds

В качестве примера вычислим «среднее» от функционала J (s) ds :
о

т т N 
J^2(s) ds exp 'I

S
I

V,_____ ds
о
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= lim ( ds
J  — >0 q

I

I э
i dJ(s)

jD f t ( j ) } « p f i  Г
о

I (~iG(s,s))ds =■
Г '
-is —  1 

T
ds =

1 i TŁ
■sjlTtiT 6лj2uiT  o yj2mT o

Такого рода функционалы удобны при приближенном вычислении инте­
гралов по путям. Условие ^(0) = ^(T) = O возникает, если рассматривается 
действие на классической траектории, лагранжиан разлагается в ряд по от­
клонению ci 5) от классической траектории. Начальная и конечная точки 
при этом остаются фиксированными. В искривленном пространстве этот 
подход необходимо несколько модифицировать, для чего:

1 ) проводим геодезическую, соединяющую начальную и конечную точ­
ки л£(*):

D dx£(s) D ц 
ds ds ds

2) параллельно переносим вдоль геодезической ортонормированный ба­
зис:

е“(*) = 0,
ds

где г)“ ß — тензор Минковского;

3) в параллельно переносимом базисе задаем вектор с координатами
и переносим его параллельно самому себе с каноническим ^-параметром,
изменяющимся от 0 до 1 :

DZ?

d \
В результате имеем координатную систему j-, у которой начало коор­

динат перемещается по мере изменения парамсі^а s. В этой координатной 
системе получаем разложение лагранжиана

, 1 1  1 .  _ _
и иа „ Ma PcS ^  „ Лос ß у 8м ^ м ^

+VnJ x cУ» ' V
1

и оператора параллельного переноса

P V w * ))  = P V u 0(S))+ JPAc"(jtoU))ÄCD-aßPü'fl^aMß ds + -
о

Учитывая, что в параллельно переносимом базисе P V  = о я , находим:

P a B =8V + \ R AB a +Jrfsj^ ’̂ ^aßW sW ^DyeW s^V^M 8 +
0 0 0

T
+J VaRAв ц VZlaQiUvds + • •■

0

Если ограничиться случаем искривленного пространства ( у s Ф 0 ) в 

окрестности источников гравитационного поля ( Т? =0  => к,7 = 0 ), то с точ­
ностью до второго порядка для пропагатора получим:
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i 7 е -i mzT /2

Ga в  ( х \ х ' ) - 1
1TI о ( х и, х*)/Т

2 о (2 л  i Т)
рА

/  т 
С' ,Sg. : {s)u I - -

Л

T T
+ jds jds '  Rc D 11v ( S ) U v Rd B ц X(S1)Ux

{
S

( -•> 
1 - - + 0 (5 -5 ')

у

0 0 S І. * > Jt
+ ••• (4)

\
Слагаемое с Ra^ au%yus приводит к интегралу от Лр8мрм8 G (s,s) , 

этот интеграл обращается в нуль в силу ^  = 0 . Здесь учитывалось, что

квантовый потенциал, пропорциональный R = k„. в данном случае также 
равен нулю, ст(х, х') -  мировая функция Синга [8], которая выражается че-

d 2(x Xr)рез геодезическое расстояние d(x,x') между точками: ст(х, х') -  ’

V -  äs äs
Для проверки точности предлагаемого приближенного метода можно 

сравнить получаемые с его помощью результаты с хорошо исследованным 
точным решением. Так, на псевдосфере с метрикой

dx» d:cv

dl1 = d%2 + а 2 sinh2 

лагранжиан имеет вид
а

(dß2 + sin2(ö) */ф2)

L = -
1 R

8ц V*
I '

а"6 )
Отметим также соотношения:

{,Say S ß8 Sab Sfiy) > ^aß — _ — ~i w = - 4 - (а  4 сг а
Пропагатор для скалярной частицы имеет сравнительно простой вид. В 

работах [7, 10] рассмотрен случай с a - l :

G(x", х'; T) = - - 1 ^  . , ............... слрd(x", х') .d 2(x", х') . T
(2піТ)ЗП sinh{d(x", х ')) 2Г

который линейными преобразованиями % ̂  a  ds —» a 2ds приводится к
виду

I d (x ", х ’)G(x“, х ’; Г) =
( M T f 2 a s i n h *'>

a

exp . d \ x " ,  х') . T- i
IT 2ai

■ (17)

В результате при приближенном вычислении с точностью до членов 
второго порядка получаем

G(x", х'; Г) = ехр .d 2(x", х') . T
2 T

- i
2а2

x J°{£(s)}exp

ехр . d 2(x", х') . TI-
2 T 2а2
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I
(2піТ) 3 /2 1 + л у5—

6
= exp *')

2 T
- i

2а

I

I
(2mT) 3 /2

(2піТ)

I

3 /2

1 .. T f ,
х')1 н— к u i * --- = ехр i ,

2 6 V 2 T 2а2

бог
I

(2mT) 
-2 . .2

3 /2 exp
2Т 2ar

I-
d 2( x"

6a
,(18)

где Tijiv = diag(l, I, I ) , d l = T 2U7
Сравнивая (17) и (18), находим, что при больших значениях а  (соответ­

ствует малой кривизне ~ 1 /а 2) оба результата совпадают с точностью до 
0(d/af:

d d .
a s in h (d /a ) I d 5

d н— , + ,
6 a 2 120 a 4

Таким образом, предлагаемый приближенный метод вычислений может 
использоваться в том случае, когда

,2

UliUjG(s,s)ds ■ « 1,
где г -  характерный радиус кривизны пространства.

Остальные интегралы, фигурирующие в разложении (4), имеют такой же 
или более высокий порядок малости.

В этой ситуации использованный метод обладает рядом преимуществ по 
сравнению с другими подходами. Во-первых, он основан на явно ковари- 
антном разложении лагранжиана и параллельного переноса, поэтому здесь 
можно отделить физические эффекты от координатных (ср. [11]). Во-вто­
рых, в слабом поле он пригоден не только для бесконечно малых ([3]), но и 
для конечных геодезических расстояний.

Работа выполнена при поддержке Фонда фундаментальных исследова­
ний Республики Беларусь (проект № Ф99-178).
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