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УДК 539.12

В.И . СТРАЖЕВ, Д.А . ЦИОНЕНКО

О КАЛИБРОВОЧНОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ ДИРАКА -  КЭЛЕРА В 
ИСКРИВЛЕННОМ ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ

It is shown that an accordance in the description of a spin 1/2 particle by Dirac equation and by 
Dirac -  Kaehler equation in a curved space-time, when the transformations of the Lorentz group are 
localized, is possible only in case of localization of the internal symmetry group. A classical theory 
of the Dirac -  Kaehler field interacting with a non-Abelian gauge field in the curved space-time has 
been constructed.

В плоском пространстве-времени теория поля Дирака -  Кэлера обладает 
группой SU(2,2) внутренней (диальной) симметрии, которая образует полу­
прямое произведение с группой Лоренца (см. [1, 2]). Существование диаль­
ной симметрии позволяет переопределить трансформационные свойства 
волновой функции уравнения Дирака -  Кэлера относительно преобразова­
ний Лоренца, в силу чего его решения эквивалентны решениям уравнения 
Дирака для частиц со спином 1/2 и внутренней симметрией SU(2,2) [3]. Та­
кая возможность существует и при введении взаимодействия, не нарушаю­
щего симметрию теории [4]. -

В плоском пространстве-времени решения уравнения Дирака с внутрен­
ней симметрией сопоставимы с решениями уравнения Дирака -  Кэлера, и 
сопоставление можно делать глобально [5]. Но в искривленном пространст­
ве последнее возможно только в точке, что означает обязательность лока­
лизации и преобразований группы внутренней симметрии. Решения урав­
нения Дирака -  Кэлера в точке можно сопоставить с решениями уравнения 
Дирака с внутренней симметрией только при одновременной локализации 
как преобразований группы Лоренца, так и группы внутренней симмы^ии.

Таким образом, в случае, когда симметрии не являются глобальными, 
для соответствия теории дираковских частиц и теории Дирака -  Кэлера не­
обходимо положить:

5“ (x)5?,(x)lai,(x) = Xiiu(Jt) +©„„U), ( 1)
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где -  парами i ны преобразований подгруппы 50(3.1) внутренней сим­
метрии поля Дирака, XnvW -  параметры преобразований подгруппы диаль- 
ной симметрии поля Дирака -  Кэлера, изоморфной группе 50(3.1) ([2, 3]), 
GV W  -  параметры преобразований локальной группы Лоренца. В выраже­
нии ( 1) величины 8Д х) и Sv6W  определяются соотношениями: SliaW= 1 , ес­
ли а -p, , и SliaW=O в противном случае. Эти величины преобразуются по 
нижнему индексу согласно преобразованиям Лоренца, а по верхнему -  со­
гласно преобразованиям группы внутренней симметрии, т. е. являются 
4-векторами по отношению к обеим группам симметрии. Закон преобразо­
вания для 5ц“(х) имеет вид:

динатами х, а Afi (х) -  оператор, задающий преобразования локализован­
ной группы внутренней симметрии. Для того чтобы выражение (1) было 
инвариантным относительно преобразований (2), необходимо вместе с пре­
образованиями Лоренца волновые функции уравнений подвергнуть преоб­
разованиям подгруппы 50(3.1) внутренней симметрии. Таким образом, ал­
гебраическое переопределение генераторов группы Лоренца, т. е. переход 
от генераторов

к генераторам j  = 1/4Г[ЦГУ], соответствует инвариантному зада­
нию условия (1) (см. также [6]). Матрицы Гц и осуществляют представ­
ление алгебры Клиффорда и коммутируют между собой. Величины 
Сцу=1/4Г'[цГ V] являются генераторами подгруппы преобразований диаль- 
ной симметрии поля Дирака -  Кэлера изоморфной группе 50(3.1).

Иначе для описания частиц со спином J= 1/2 посредством уравнения Ди­
рака -  Кэлера в рамках пространств, где группа Лоренца не является гло­
бальной группой симметрии, необходимо ввести в рассмотрение взаимо­
действие с неабелевым калибровочным полем, соответствующим локализа­
ции группы 50(2.2) диальной симметрии.

Соответствие между теориями Дирака и Дирака -  Кэлера в случае не­
евклидова пространства-времени предполагает введение взаимодействия 
полей указанных типов с неабелевым калибровочным полем л .  =
где Ga -  генераторы группы 50(2.2), А=(1-И5).

В плоском пространстве калибровочно-инвариантный лагранжиан для 
поля Дирака -  Кэлера имеет вид:

где Ф(х) = Ф+(х)0, Ф(х) -  16-компонентная волновая функция, реализую­
щая представление группы Лоренца с генераторами (3), 0=Г4Г '4 -  матрица 
билинейной инвариантной формы,

5a.(x) = (х )8а (х) (2)

5ц(х)=л»° (х)б;(
где Bfi (х) -  оператор, задающий преобразования Лоренца в точке с коор­

(3)

L = -Ф(х)[Гц O 11 -  IqKG i ) + т]Ф(х) -  -  F*F? , (4)

(5)
и C4 св -  структурные константы группы 50(2.2). Из лагранжиана (4) варь­
ированием по ЛЦА, Ф(х) получим:
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+ QC^Avn F,z= J » , (6)

Г 1 (Э„ - iq t fG c )Ф(х) + тФ(х) = 0,

где Ju = qФ{x)Tv.Gc Ф(х) -  ток, являющийся источником поля л ц ух), q -  
постоянная взаимодействия. Поскольку решающую роль в переопределе­
нии лоренцевых трансформационных свойств волновой функции играет 
подгруппа 50(3.1) внутренней симметрии, ограничимся случаем, когда ло­
кализованы только ее параметры. Запишем:

ГЦ(Э,. -  г о A " '—I .А а, )Ф Ш  + тФ(х) = 0.

Лоренц-инвариантность последнего уравнения обеспечивается условия­
ми:

[Гв Л в ] - = 8ви Г .- 8В1,Г0

' U n i l U ftu

aß

и коммутационными соотношениями
J11,]- =Go--Ci-.+ 0~..Сл.. - .......

из которых следует, что при переходе из одной системы отсчета в другую, 
осуществляемом преобразованиями Лоренца (здесь группа Лоренца -  груп­
па пространственно-временной симметрии), матрицы Гц и поля Аца  ̂преоб­
разуются так:

5 i y r ' = < r v., 

l i s t ' s - ' £  1$ А р ,

поскольку 5 -lGaß5 = LtIZG--C. Таким образом, калибровочные поля
являются 3-валентными тензорами по отношению к преобразованиям Ло­
ренца [6].

Обобщим предложенную теорию на случай неевклидова пространства- 
времени, где геомсірпчеекую симметрию описывает группа общекоорди­
натных преобразований H4. Если рассматриваемое поле Ф(х) осуществляет 
скалярное представление группы H4, тогда инвариантную производную 
д ^ - ш л .  необходимо обобщить до ковариантной, определяемой связно­
стью в пространстве представления локальной группы Лоренца [7, 8].

Это приводит к следующему виду "удлиненной" производной: 
v -i - ц . где q’ -  постоянная взаимодействия с полем о., иЭ

1
в,. = - в : ((<т П 'V 4 "» T

Здесь и далее индексы р, V, ст... -  пространственно-временные, преобра­
зование которых задается группой H4, индексы (i), (/), (к)... являются ло­
кальными лоренцевыми, индексы а, Ь, с... относятся к преобразованиям 
группы внутренней (изоспиновой) симметрии дираковского поля. В даль­
нейшем преобразования групп Лоренца и диальной симметрии будут вво­
диться одновременно, т. е. будет учтено требование согласования индексов 
[(OO)] генераторов и параметров этих групп. Общековариантность уравне­
ния, noui роенного на такой производной, обеспечена тем, что компенси­
рующие поля Ou и A /,)w являются векторными по отношению к группе 
H4, а локальная лоренц-инвариантность требует, чтобы по индексам [(00)] 
поля являлись антисимметричными тензорами по отношению к преобразо­
ваниям Лоренца.
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Обобщим определение (5) тензора напряженностей Fvv на случай неевк­
лидова пространства-времени, полагая тензор кручения равным нулю
(AToptl=O):

C  = A j -A jb -g C & A ^ A f j .  (7)
Здесь точка обозначает ковариантное дифференцирование в соответст­
вии со связностью:

Л  о  v o u C T .  V Sva, ц  Svv, а)’

где gvv -  м^ірйческйй тензор пространства-времени и запятая обозначает 
частную производную.

При сравнении (5) и (7) видно, что связь FvJ i и л., остается той же, что и 
в случае плоского пространства-времени. При наличии кручения уравнение 
(7) обобщается введением слагаемого KivAvJ  Обобщение уравнения (6) на 
искривленное пространство-время получается при замене обычной произ­
водной на ковариантную. Действие дифференциального оператора Vtl на 
тензор FvJ i может быть представлено действием оператора 8, определенно­
го на пространстве дифференциальных форм [5]:

Окончательно запишем:

^ T (V zJz rMv) + ̂ A vZriv = J 11 V =J,
OX

где C -  матрица в присоединенном представлении группы SU(2.2).
Аналогичному обобщению подвергаются уравнения, определяющие ди­

намику поля ассоциируемого с локальными преобразованиями под­
группы 50(3.1) в пространстве представления группы Лоренца. Лагранжи­
ан, инвариантный относительно обоих типов преобразований, имеет вид:

Z-- -Ф(х)[ГмО + т]Ф(дг) + — F jlF j  — (9)
4 4 '

где и„ -  ковариантная производная, определенная полями A j  и
О,, =Sfi-  i q \  -  iq'Bv .

Ограничиваясь подгруппой 50(3.1), запишем:

/. = -Ф(д-)[ГЧЭц -

+ ^ r i / u ) i ) ) + m№ W + ^ C X ) •
Тогда правило коммутации для производной Dv, входящей в лагранжи­

ан (9), имеет вид:
DtiDv -  DvDti = О,

где FvJ m  -  тензор напряженностей поля A j m  (5), а RvJ m  определяется 
следующим образом:

л*)«
VR jm  = SvB ^ vB l tW -J C iJ J l  („

Записывая полное действие системы в виде: 5 -  5Ф + Sa + Sb, где

5Ф = ^ J d W zJ  ФUHP1Djl
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s A = ^ f  dAx(\l~8~ C X' >F(W>)’

варьированием по Ф (х), A ^l,'J\  Bv получим следующую систему уравне­
ний:

9v(VIT F; iX>)v)+ 9 c ((̂ (mX(t)A<*)(,)vF,;;x-) =

эУ(>/ ^ < НЛУ)+ 9 ,с ^ (тХл)в ах')х : )<") = lV n - (“ )
Р О цФ(х) + тФ(х) = 0.

Токи l "v.v'w'.  L_v.v'w' определены следующим образом:

= 9Ф(х)Г||С(,ХЛФ(JC) = <7Ф(*)Г„І ( Г К,,Г <Л1 )Ф (х),

1Я|У<,Х» = Ч'Ф(х)Г^0Х])Ф(х) = ?'Ф(д:)Гц І (Г ,(')Г °)1 + Г/,(,)Г (У)|)Ф(л:).
4

Расписывая производную Dv в третьем уравнении (11), получаем:

^Г.,,.Г..,-^a(A!:l,| + - B ^ j 4 =0 . ( 12)

Вводя в рассмотрение поле с .. ' "  = л,; ■ т  —д„ ' , получим следую­

щую формулировку уравнения ( 12):

P 1O 11- ...... -■ ■ -  IqCoxn ±-Р„Г, ,„)Ф(х) + тФ(дс) = 0,

которая удобна для исследования соответствия между теориями Дирака -  
Кэлера и Дирака.

Изменение волновой функции и калибровочных полей под действием 
преобразований подгруппы 50(3.1), соответствующей локальным преобра­
зованиям Лоренцу, и преобразований той же подгруппы в пространстве 
представления группы внутренней симметрии (пространстве "ароматов") 
задается в соответствии с формулами:

Ф(х) —> Ф'(х) = exp{iü),iV „(х) J kijkjj }Ф(х) ,

Bv(x) -> Bjll(X) = Bil(X) + SB,, (х),

5Bfjxii(X) = BllWoxii(X) -  д'С!$1(яХп)В0ХЛ(х)(й(т)<я>(х);

Ф(х) -> Ф'(х) = ехр{гХ(0(;)(^)О(,)О)}Ф(х),

\ ( х ) ^ > \ ( х )  = \ ( х )  + &\(х),

SAoxn (х) = BilXuxn(X) -  qC°^]lmXn)A°xn(x)XimXn)(x),
где COww и Хим ~ параметры преобразований этих групп.

Отметим, что при задании локальных преобразований Лоренца про­
странственно-временные координаты не изменяются. При одновременном 
задании обоих типов преобразований волновой функции введенное выше 
калибровочное поле с,,” '" преобразуется соответствующим образом.

Рассмотрим теперь мультиплет дираковских полей 'Plx'). осуществляю­
щих представление группы 517(2.2) внутренней симметрии. В случае неевк-
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лидова пространства-времени ковариантное уравнение Дирака (см. [9, 10]) 
в присутствии неабелева калибровочного поля соответствующего под­
группе 50(3.1), имеет вид:

}ab\ \ ,
И

- LDJ Jy4yj>

dv(yFg F D  + qC.

ъЛ уР Г  К

,E cavFli _ 1£) ,

(13)

ГЧ д . - і д ' В ^ - г  Г - t a t . - - !, .1 1., т х Н -т Л Д х )  = 0.4 w" - 4
Данная система уравнений может быть получена варьированием по xF(X), 

и л?,,—  из лагранжиана:

L = -'■+■'- 'Т' i т  и I
■)]) + т ]Т (х ) +- - i q E * - ^  ^  -»/;» -■

I J_ UabUVX _ !  d(0O)dHV
4 ' " V “‘ 4 ‘V  " |ix;)-

Сравнивая (11) и (13) с учетом (12), приходим к выводу, что соответст­
вие теории Дирака -  Кэлера и теории, описывающей мультиплет дираков- 
ских частиц, предполагает выполнение условий:

б„(* A n ( X ) F *  =HV

0v8“;)(x) + .,Ö“'-"(X) — Г. о. ... I п  = 0,

где 8а(,) (х) -  введенные ранее символы Кронекера, определенные в каждой 
точке пространства-времени. Под действием подгруппы 50(3.1) локальных 
преобразований во внутреннем (изотопическом) пространстве калибровоч­
ное поле £„ и поле xF(X) преобразуются следующим образом: 

xF(X) - » Т'(х) = exp{ffi„A(x)G“" JxF(X),

Etl(х) —¥ Ertl (х) = Etl (х) + SEtl (х),

SE*  (х) = dßZ *  (х) -  а С““ L A? (x)Zfg (х).
Учитывая условие ( 1 ), приходим к выводу, что, переопределяя в спинор­

ном пространстве локальные трансформационные свойства волновой функ­
ции уравнения Дирака -  Кэлера Ф(х), можно установить соответствие меж­
ду названными теориями и в случае неевклидова пространства-времени. В 
обоих случаях присутствует взаимодействие указанных массивных полей с 
неабелевым калибровочным полем, соответствующим подгруппе 50(3.1) 
внутренней симметрии. Однако в спинорной формулировке уравнения Ди­
рака -  Кэлера поля C1/  являются антисимметричными лоренц-тензорами 
по индексам [(/)(/)], тогда как в теории дираковских полей соответствую­
щие индексы у Е *  являются изоспиновыми. Данное обстоятельство имеет 
значение в случае связи между преобразованиями подгруппы 50(3.1) в 
спинорном пространстве и локальными преобразованиями Лоренца тирады 

, когда локальному преобразованию тетрады Ац(,) = J - h^]) соответст­
вует преобразование в спинорном про^іранстве.

Как и в случае плоского пространства-времени, переопределение лорен- 
цевых трансформационных свойств волновой функции Ф(х) приводит к пе­
реопределению спиновых свойств у частиц -  переносчиков взаимодейст­
вия. Следует подчеркнуть, что спиновые степени свободы частиц опреде­
ляются как чисто внутренние, не зависящие от геометрии пространства- 
времени. Это обстоятельство связано с независимостью локальных преоб-
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разований Лоренца и преобразований координат многообразия, осуществ­
ляемых группой Я4.

Рассмотрим в применении к исследуемому случаю следствие требования 
равенства нулю ковариантной производной от тетрады йр(,) (х):

V1X 0 = "  " -1Г...П- + В ^ \ и ) =0.

Умножая (14) на п ' ' и учитывая соотношения (8), получаем:

+Lhm halj) (Ava)i0-A0

где использовано выражение (см. также [1 1 ]):

(*>

t Л

(14)

(15)

Подставляя (15) в определение тензора напряженностей Riiv 
( 10), получаем:

00) ПОЛЯ

R j n -  h“">(guIia1VX +  Svx1Iici 6|ix,va 6va,|ixS U - S v с)

+hp0)h°lj) ( Г ^ Г ^  -  Ttl0pFovx )hxik)hfk),
т. e. Riiv ,)<J> -  тензор кривизны пространства, два индекса которого превра­
щены в реперные.

Таким образом, при рассмотрении теорий Дирака и Дирака -  Кэлера в 
неевклидовом пространстве-времени, включающих взаимодействие с не­
абелевым калибровочным полем, возможно переопределение лоренцевых 
трансформационных свойств и установление локального соответствия меж­
ду ними.

Полагая в уравнениях (13) Riiv4̂ ll=O, приходим к ситуации, соответст­
вующей плоскому пространству-времени, которая была описана ранее (6). 
Калибровочная теория поля Дирака -  Кэлера в пределе плоского простран­
ства также рассмотрена в [12].
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