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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ СО 
СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

The method of dual integral equations with L-parameter is offered in theory of the parabolic 
PDEs (heat conduction equations) with mixed/unmixed boundary conditions on a surface of a 
researched half-space solid. Method allows determining analytical regularities of time-space 
development of appropriate temperature fields.

Мандрик Павел Алексеевич — кандидат физико-математичес­
ких наук, доцент, декан факультета прикладной математики и ин­
форматики. Основное направление научных исследований -  анали 
тические и численные методы исследования динамических систем, 
моделируемых начальными и краевыми задачами для дифференци­
альных уравнений.

Автор и соавтор 70 публикаций, среди которых одна моногра­
фия, два учебных пособия, одно научно-популярное издание.

На примере осесимметричной двумерной задачи те- 
^  плопроводности рассмотрены аналитические методы,

позволяющие исследовать нестационарные процессы 
теплопереноса при наличии смешанных граничных условий на поверхности 
изучаемого изотропного полуограниченного тела. В основе предлагаемого 
подхода лежат методы сведения исходной дифференциальной задачи к 
парным интегральным уравнениям в области преобразований Лапласа, 
парных интегральных уравнений к эквивалентному интегральному уравне­
нию в области изображений Лапласа и, наконец, метод решения последне­
го.

Пусть требуется решить дифференциальное уравнение 
е„ .(r,z,T) + r4 0(.(r,z,T) + 0zi(r,z,T) = a“10t (r,z,T), r , z , i>  0 ,  (I)

с начальными условиями
e(r,z,0) = 0 (2)

и краевыми условиями (г = 0 и
9 ,(0 ,z,t) = 0, (3)

0 г ( ° ° , г , т )  =  О г ( г , о о , т )  =  О ,  (4)

где 9(г,г,т) = Г (г ,г ,т )-Г 0 -  избыточная температура; г,z -  цилиндриче­
ские координаты; т -  временная координата; T0 = const -  начальная тем­
пература; а > 0 -  коэффициент температуропроводности полуограниченно­
го изотропного тела.

В общем случае на поверхности z = 0 могут быть заданы смешанные 
граничные условия третьего рода с поверхностными источниками тепла 
внутри круга ( 0 < г < Л ) и  вне круга ( R < г < °°):

а 10(г,О,т)-А.0г(г,О,т) = а 1(7;с (г ,т )-Г 0) + (71(г,т), 0 < r < R ,  (5)

а 20(г,О,т)-Х0г (г,0,т) = а 2 (т2с (г ,т)-Г 0) + ^2(г,т), R<r <  °°, (6)
где X > 0 — коэффициент теплопроводности полуограниченного изотроп­
ного тела; Ot1, Ot2 -  коэффициенты теплообмена на поверхности z = 0 со
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средами, имеющими нестационарные температуры /. і г .т i и T2c (г,т) в
соответствующих диапазонах изменения цилиндрической координаты г ; 

(г,х) и q2(r,%) — соответствующие плотности поверхностных источни­
ков тепла.

Решение задачи (1)-(6) будем искать с помощью последовательного 
применения интегральных преобразований Лапласа и Ханкеля [1]

= J 0(г,г,т)ехр(-ут)с/-т, Re s> 0 ,  (7)
о

Qh (p,z,s)= J J 0(r, z,x)exp (—.ух)У0 (pr) г dr dx, Re .у> 0. (8) 
о о

В дальнейшем по умолчанию будем предполагать Re s > 0 всякий раз, 
когда будет встречаться комплексный L-параметр s .

Применяя (8) к уравнению (1), учитывая условия (2)-(4) и используя 
формулу обращения для интегрального преобразования Ханкеля, можно 
показать, что

QH(p,z,s) =—A(p,s)exp -zyjp2+% , (9)

е(г, г, j ) = JA(p ,. OexpJ-Z^P2 + i \ f 0{Pr)dp, (10)

где J0(pr) — функция Бесселя вещественного аргумента первого рода ну­
левого порядка [2], A(p,s)  -  вспомогательная аналитическая функция- 
изображение.

Учитывая вид решения (10) при z = 0, из смешанных граничных усло­
вий (5), (6) после применения к ним преобразования Лапласа приходим к 
парным интегральным уравнениям с L-параметром

J Ct1+ Xyjp2 + i ) A (p , s ) J 0(pr)dp = a x Tlc (r,s)-^j-  +%{г,я),

O c r c R ,  (11)

](a.2 + \ ^ p 2 + ^ Ä ( p , s ) J 0(pr)dp = a 2[f2c( r , s ) - ^ + q 2(r,s),

R<r<  оо, (12)
из которых необходимо определить аналитическую функцию-изображение

Отметим, что при s —>0 (что соответствует т —><») из уравнений (11),
(12) мы приходим к парным стационарным интегральным уравнениям, по­
лученным и исследованным, например, в [3, 4] при решении уравнения Ла­
пласа со смешанными граничными условиями. Кроме того, заметим, что 
при Ot1 —» оо, GC2 —> оо мы имеем нестационарную задачу Дирихле, а при 
GC1 = а , = 0 -  нестационарную задачу Неймана для изотропного полупро­
странства при несмешанных разрывных граничных условиях соответствен­
но первого и второго родов, которые решаются непосредственно по форму­
лам обращения интегралов Лапласа и Ханкеля.
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Здесь мы будем рассматривать только случаи смешанных граничных ус­
ловий (5), (6), которые приводят к соответствующим парным интегральным 
уравнениям с L-параметром [5].

Если на поверхности Z = O b круге 0 < г < R задана функция избыточной 
температуры у,. і г , т і - і п. а вне круга действует поверхностный тепловой 
источник плотности q2(r,т), который обменивается теплом по закону 
Ньютона со средой, имеющей температуру Т г Л ^ )  и коэффициент тепло­
обмена а . ,  то парные интегральные уравнения (11), (12) при Ot1- >°о, 
OC2 > 0 преобразуются к виду

OO г р

{p,s)J0{pr)dp = T,Ar.x)— j-.
А

]ć , ( p , x ) Jp -  + - J 0(pr )dp = X~' f 2(r,s) ,
о У а

O c r c t f ,  (13) 

R < r< °о, (14)

где Q (p ,s )  = 1 + (Хч

^ Р 2 + а
ос.

A(p,s) ,

. f i { r^ )  = QLi T2c (г,s) +<hir’s)-
1V 2 + i + “ 2  ̂ '

Если на поверхности z = 0 в круге O e r e t f  действует поверхностный 
тепловой источник плотности qx (г,т), который обменивается теплом по 
закону Ньютона со средой, имеющей температуру Tic (г,т) и коэффициент 
теплообмена OC1, а вне круга задана функция избыточной температуры 

то из (11), (12) при OC1 > 0 , сс2 —>°о получаем другую стан­
дартную форму парных интегральных уравнений с /^параметром

C2(p,s)Jo(pr)dp = h~lf i ( r’S)’ O e r e t f , (15)А

J C2(p ,s)J0{pr)dp = T2c(^s ) - -J - , t f e r e o o ,  (16)

где C2(p,s) = A(p,s) ,  g2(p,s) = ~ GC1

В общем случае ос, > 0 , а2 > 0 , аг + ос; Ф и. приходим к парным инте­
гральным уравнениям с /^параметром вида

OO

C{p,s)J0{pr)dp = f x{r,s), O e r e t f ,  (17)

I C (p,s)J0(pr)dp = / 2(гд ) , t f e r e o o , ( 1 8 )

где C{p,s)= а 2+ХуІр2+ ^  A(p,s) ,  g(p ,s )  = -a,
a 2 + XyjP2 + |
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Таким образом, решение смешанных двумерных осесимметричных за­
дач нестационарной теплопроводности для полупространства при подводе 
к нему тепла через круг известного радиуса сводится к исследованию стан­
дартных парных интегральных уравнений с L-параметром вида (13), (14), 
или (15), (16), или (17), (18), из которых требуйся определить неизвестные 
аналитические функции-изображения соответственно C1 (р,.у), или
C^{p,s), или C{p,s).

Рассмотрим сейчас метод решения парных интегральных уравнений
(13), (14), например, в случае / 2(г,.у) = 0 и  я. i p..vi = u. что не нарушает
общности, так как, доопределив функцию f 2(r,s) нулевым значением на 
интервале 0 < г < к , уравнение (14) всегда можно сделать однородным [5], 
включив известную функцию / 2 (г,.?) в правую часть уравнения (13).

В этом случае интегральные уравнения (13), (14) принимают вид

°\A(p,s)J0(pr)dp = Tw(r,s)~ (19)

] A(p, .?)Jp2 +—J0(pr)dp = 0, R<r<oо. (20)

Введем в рассмотрение новую неизвестную аналитическую функцию 
ср(г,.у), связанную с функцией A I п. s I соотношением

R (  i

\1ТA{P'S) = ~f - ^  fy(M)cos
r 2 + i °

■ dt,  
a (21)

подстановка которого обеспечивает автоматическое выполнение второго 
парного уравнения (20) за счет соответствующего разрывного интеграла 
при R < Г < OO [6].

Подставив (21) в первое парное уравнение (19) и выполнив необходи­
мые преобразования для определения неизвестной аналитической функции- 
изображения ср(г,.у), приходим к одному интегральному уравнению вида 
Гб]

ср(г,.у)-^|ф(г,.у)^:1(/-,Г,.9)Л = ^(г,,у ), O c r c f l ,  (22)

где

(г,M ) =
s»n(( '—r)>/¥) s'n(it + r ) y ß )

t - r t + r

ц с о ^ С - м 1)'

J
dp.

Рассмотрим метод определения неизвестной аналитической функции 
ср(г,.у) из интегрального уравнения с /^параметром (22) в случае 
— . T TTic (г, ,•>) = — ZfZ — _ Суть метода (подобно [7, 8]) состоит в том, что анали­

тическая функция ср(м) представляв и-я функциональным рядом
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~R'1~ (')(>£) •(p(f ,.s) =  - e x p
л .

а аналитическое ядро K1 (г, t ,  s) рядом

( r , t , s ) =  £  Cm ( t ,  г ) (V7) ,
m=L

где

(23)

sin I гс-м =4 г И  [('+'■ Г ' + ( ' - гГ ' ] - (24)

Тогда из уравнения (22) после определенных преобразований для опре­
деления функциональных коэффициентов (ря (f) получаем рекуррентную 
формулу

<?n( t )  =  l ( T c - T 0 )  D n { R , t )  +  - i ] c m(^t) cp„_m ( ą )  d\, 0 < t < R ,  ( 2 5 )
TC TC т - 0  о

где

D m( R f t )  =  - L
J=о

V Y
R

cos .71 V п\

Можно доказать, что функциональные коэффициенты cp„(f), опреде­
ляемые формулой (25), могут быть записаны в явном виде

% { t )  =  2 { T c - T 0 ) ( ^ y  i b n, R n- ' t ' , 0 < t < R ,  (26)
i=0

где числовые коэффициенты bn i определяются рекуррентно по формуле

1I
b  . = ---------

V n
ZOS t  — +

I

T T4 __
__

I 7-1
L —

Tt
s in

n , i 2 7=<+i 7  !J t  i I 2
I-J
L -

к =O J
и  . . у

■ I c - І n ~ J ’ k

причем очевидно, что оП1 = 0 для нечетных значений индекса i .
Подставив выражение cpn (t ) из (26) в (23) и воспользовавшись форму­

лами (21), (10), находим искомое решение в области изображений.
Отметим, что решение аналогичных смешанных задач математической 

физики возможно и в случае рассмотрения иных тел и способов ’здания 
смешанных граничных условий. Так, например, в работах [9, 10] определе­
ны закономерности развития двумерных нестационарных температурных 
полей в неограниченной изотропной пластине при смешанных на окружно­
сти граничных условиях на одной из ее поверхностей и любых несмешан­
ных граничных условиях на другой ее поверхности; метод решения неста­
ционарной задачи нагрева полупространства через бесконечно длинную 
полосу на его поверхности предложен в работе [11], а через кольцевую об­
ласть — в работе [12]; модель изотропного непрозрачного полупространства 
при тепловом потоке, характерном для лазерного источника тепла, изучена 
в [13].
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СПЕКТРАЛЬНЫМ РАДИУСОМ И Т-ЭНТРОПИЕЙ

The formula for the spectral radius of arbitrary weighted shift operators acting in Lp spaces is 
established. The formula contains as a component a new dynamic invariant -  T-entropy (the 
mathematical analogue to the thermodynamical entropy). It is proved that the logarithm of the 
spectral radius and Т-entropy are linked by the Legendre transform.
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