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Г.П. РАЗМЫСЛОВИ Ч

К ПРОБЛЕМЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ 
СИНГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

The criterion for existence of the solutions of linear singular differential systems is proved. 
Analytic representation of these solutions is obtained.

Рассмотрим не разрешенную относительно производной систему урав
нений вида

Ax(t) = f( t ) ,  t > 0, (1)
X(O)=X0, (2)

где XGRn; А -  постоянная nxn-матрица; fit) -  кусочно-непрерывная п- 
вектор-функция; х0 -  заданный п-вектор.

Считаем, что АФ0 и detA=0. Требуется в аналитической форме записать 
решение системы (1), (2). В отличие от многих других работ, посвященных 
решению этой проблемы, никаких дополнительных ограничений на пара
метры системы (1), (2) не накладывается (для более полного обозрения см., 
например, [1]).

Функцию пн. г^и. назовем допустимой для системы (1), если система (1) 
для заданной fit)  имеет хотя бы одно решение x(t), t> 0, такое, что х(0)=х0.

Систему (1), (2) назовем совместной, если для каждой допустимой 
функции ДО, ^ 0 , она имеет в точности одно решение.

Для решения указанной выше проблемы введем некоторые определения 
и укажем некоторые, связанные с ней результаты.

Пусть P -  некоторое числовое поле и A g Р„ „. Матрицу X g „ назовем 
полуобратной для матрицы A g Р„_„ и обозначим ее через А~ , если она удов
летворяет матричному уравнению AXA=A. Известно, что для любой матри
цы А матричное уравнение AXA=A разрешимо относительно X  и это реше
ние определяется неоднозначным образом. Если матрица А является невы
рожденной, то А~ = /\ .

Следуя [2], докажем следующие утверждения.
Теорема 1. Кусочно-непрерывная функция Дг), />0, является допустимой 

для системы (1) тогда и только тогда, когда для любого t, />0, выполняется 
равенство

(En -AA~) f ( t )  = 0, (3)
где En -  единичная пхп-матрица.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть функция Дг) является допус
тимой, которой соответствует решение ср(?). Тогда для любого t, t>0, вы
полняется равенство

A(p(t) = f(t).

Умножим это равенство слева на матрицу (En-AA- ). Учитывая, что 

AA- A = А , получаем равенство (3).
Достаточность. Пусть для любого t, t>0, выполняется равенство (3). То-

t
гда x(t) = х0 + J A- / ( t)J t является решением задачи (1), (2). Действительно, 

о
,используя (3), имеем

т о  = AA- f i t )  = f i t ) ,  t> 0.
Итак, теорема доказана.
Теорема 2. Если функция ДО, t>0, является допустимой, то общее реше

ние задачи (1), (2) описывается формулой

x(t) = х0 + J А- /(т )  Jx + \ (Е„-  A- А)и(х) Jx, (4)
о о

где u(0, t>0 -  произвольная кусочно-непрерывная на промежутке [0, ' ~) 
п-вектор-функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что х(0)=х0, и с учетом (3) видим, 
что х(0, f>0, определяемая формулой (4), является решением задачи (1), (2). 

Пусть \|/(0, t>0, есть произвольное решение задачи (1), (2), т. е. 
-  f i t ) ,  V(O) = X0. Тогда его можно получить из формулы (4), полагая 

u(ł) = \mt). t> 0. Действительно,
I t ł

x(t) = x0 +jA~f(T)dT+j(En-A~A)\\f(T)dT = x0 + jA~f(T)dT +
о о  о

. . t
+J \j/(T)dT -  J A-Z(T)Jx = X0 + J V(T)Jx = X0 + V(T)

0 0 о
= X0 + v ( 0 -  V(O) = VW-

Теорема доказана.
Замечания.
1. Если матрица А является невырожденной, то любая кусочно

непрерывная л-вектор-функция ДО, t>0, является допустимой и решение
t

системы (1), (2) описывается известной формулой x(t) = х0 + J A~lf(x)dx.
о

2. В общем случае результаты теорем 1, 2 не зависят от выбора полу об
ратной матрицы А- , и задача Коши (1), (2) имеет неединственное решение.
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