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Д В. ЗЕНЕВИЧ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 
АВТОРЕГРЕССИОННЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ ПРИ НАЛИЧИИ 

ОШИБОК В ЗАДАНИИ ПАРАМЕТРОВ
This paper is devoted to evaluation of robustness of forecasting by autoregressive model in the 

case of misspecification of model parameters. Dependence of mean square risk on specification er
ror is evaluated.

Прогнозирование временных рядов с использованием модели авторег
рессии широко применяется в экономических, технических, медицинских и 
других приложениях. Классический вариант данной модели исследован 
достаточно полно [1]. На практике редко выполняются классические мо
дельные предположения -  модель искажается из-за наличия выбросов, про
пусков, аддитивных искажений, неточного определения параметров моде
ли [2]. В данной работе исследуется влияние последнего фактора на устой
чивость традиционных авторегрессионных прогнозов.

1. Математическая модель и постановка задачи
Пусть наблюдается временной ряд ix, i ,г = I,...,T , описываемый мо

делью авторегрессии AR(p)\
t = (I)

где 0° E E p-  неизвестное истинное значение вектора коэффициентов авто
регрессии, р -  порядок авторегрессии, А,_, ,..., E p, « '» -зн ак

транспонирования, -,ч г -Луи,и j -  независимые одинаково распределенные 
случайные величины, начальные значения X0 = (x^,...,x,_D)'e  E p заданы.

На практике гипотетическая модель (1) обычно неизвестна, поэтому для 
прогнозирования этого ряда на глубину т > ’ используют рекуррентную 
процедуру [1]:

= Х'г+;_|0 . / = Пт, (2)

где i . .  .. -  прогноз в момент времени T + j , 0 € E p-  используемый при 

прогнозировании вектор коэффициентов, Х(-1 = х,_D) 'e  E p, х, =х,

для t < T . При несовпадении векторов 0 и 0° имеем параметрические ис
кажения. В связи с этим важно исследовать устойчивость прогнозов (2) в 
зависимости от величины параметрического искажения [2, 3]. Для характе
ристики устойчивости определим матрицу рисков прогнозирования 

= с и л т , . - А т . л А т . . - А г . . 1  i и ее (ІД)-элемент г(0°,0;т) =

= ä ,(0u,0;t) = E H x r.--X 1-,-4T l . Отметим, что величину г(-) в литературе 
часто называют среднеквадратическим риском прогнозирования.

2. Влияние параметрического отклонения
Определим/?-вектор U, =(£,,0,...,0) е E p и  (р х  р) -матрицы:

'9? ■• 0" , 0° ' 01 ••• е - -  0 /

В0 =
1 •

■ 
О

■ 
О

, B =
1 •

оо

•• 1 0 у/ ■■ 1 0
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Теорема 1. Пусть наблюдается временной ряд, удовлетворяющий авто
регрессионной модели (1), и для прогнозирования его значений применяет
ся процедура (2). Тогда матрица рисков прогнозирования имеет вид

R(Q0^ z )  = Fi + (Bx , (3)

где D = diag(a2,0 0 ) , г  „ = G 2 J ^ 0B0D(B0) ', Ck = Fk + K ä „i k ä „) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение теоремы основано на соотношени

ях Х( - Z j isznB0Li^i +B0X0 , Ar i r =ZJ A7- и определении риска. Теорема 
доказана.

Следствие 1. Минимальный по 0 риск достигается при 0 = 0°:
Tnun(O0It)=  г(0°,0°;т).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Матрицы D , , Ck неотрицательно определе

ны, значит, {(ВХ- В Х0)СТ(ВХ — U n  J i ^ и . Тогда из теоремы 1 следует 

доказываемое.
Определим (рХр)-матрицу ß(x) =  I V  R--1-' W f V  1-1 ( RJ \  RJ~'~J) \

параметрическое искажение а=0-0° E p, уровень искажений е =| 0 -  0° |> 0 , 
I pxp-  (р х  р) -матрица, все элементы которой равны единице.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 при £ —>0 риск прогнозирования 
удовлетворяет следующему асимптотическому разложению:

г (0°, 0; т) = Tmin (0°; т) + сф (т)а  + 0(eJ) . (4)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим (р  X р) -матрицу Д = (а, 0р,.. .,0 р) ', 

где Op -  нулевой /ьвектор. Используя равенство B = B0 + Д , имеем:

Л(0°, 0; т )= Ft + (ОB0+Д)т -  Bl)CT ((B0+Д)т -  B l) '=
т-1

= /?(0°,0;t)+ J  B10AB0 ~iCT(Bl~l~J)'А’(В1 У + O(E3)Ipxp.
' . J=о

Пусть и  "  = Dn LrriDn ')  при г, j  = 0 ,т - 1 . Тогда

La q uj

J t = I  / = 1

о ••• о

о ••• о

о о рхр

Следовательно,
T - I

r(0°,0;T) = (FT)11+ J  ( J  q ^ ( B ‘\ l(B i)na la k) + 0 (e3). (5)
i , J =  0  k , l = l

Из (5) и равенства ._nq)k \B 0)u (B^ )ц =P;z W  получаем (4). Теорема
доказана.

Определим гарантированный риск прогнозирования при известном уров
не искажений е>0: r+(0°;T;e) = sup|a|<E r(0°,0°+ a; т ) . Будем говорить, что 
для заданного уровня приращения риска 8 > 0 параметрическое отклонение 
0 -0 °  является 8 -допустимым, если г(0°,0;т)< (l + 8)rmin(0°;x).
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Вследствие симметричности и неотрицательной определенности ß(x) 
существует ортогональная матрица V такая, что ß(x) =VvAV, где 

A=diag(Ai,...,Ap), А,>0, i - I , р -  собственные значения матрицы ß(x), 
A.max -  максимальное из них.

Следствие 2. В условиях теоремы 1 для любого 8 > 0  и уровня искаже
ний е —>0 верны утверждения: 1) гД0°;х;е) = г_;_{0“:х) + л __e“ + U(S');
2) при использовании главного члена разложения (4) множество 8 -допус
тимых отклонений а  образуют эллипсоид в : > .A nva i  i _
< Tmin(O0IX).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отбросив остаток в формуле (4), имеем:
r(0o,0;x) = rmin(0o;x) + (Va)/AVa = rmin(0°;x) + X f=1Ai ((Va),.)2 . (6)

Тогда из неравенства У: .a .-h v ось ) -A maxE2 следует первое утвержде
ние. Второе утверждение следует из (6). Следствие доказано.

3. Безусловный риск прогнозирования
Предположим, что параметрическое искажение а  = 0 -  о есть случай

ный вектор. Такая ситуация может возникнуть, например, когда вектор 0° 
оценивается по статистическим данным со случайной погрешностью а .  
Тогда имеет смысл исследовать безусловный риск* прогнозирования: 
г(0°;х) =Е{г(0°,0;х)}, где усреднение проводится по распределению пара
метра 0 .

Теорема 3. Пусть параметрическое искажение а  есть случайный вектор 
с ковариационной матрицей E и ограниченными моментами 3-го порядка,

причем в+ = (шах,- , Е{|OtlOtjOtjt |}) —>0 . Тогда безусловный риск прогно

зирования удовлетворяет асимптотическому разложению:

К«0; т) = Tmin (0°; X) + rr(ß(x)Z) + 0 (в3+).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 1 при фиксированных 0°, X0, 
ст2, X риск есть полином конечной степени от 0 ,, i = 1 ,р . Следовательно, 
все производные от функции риска существуют и ограничены в конечных 
областях, т. е. справедливо применение формулы Тейлора:

г(0>0°;х) = г •„(0°;х) + a'ß(x)a + £  кшгт(В°,д° +ę,7;x)a,ot,.a,,

где /7-векторы {ęy/} лежат в /7-мерном параллелепипеде [0,ot|]x.. .х[0,аД
и справедливо |тцид= S у;: Ctia  ,ot,Л !  . Kiil г  + а д х ^ о д

где K u K2 -  константы такие, что К\=гаахчЛ\к^\, \ г"У-)\<К2<°°- Осталось 
заметить, что

= 0(8+) и Е{сф(т)а} = rr(ß(x)E). Теорема доказана.
Пусть по некоторой реализации [х, } временного ряда (1) длины T0 по

строена ОМП-оценка вектора 0°, а по независимой от [х, } реализации [х, } 
ведется прогнозирование. При этом если для любого заданного 8>0 спра-
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ведливо неравенство г(0°;т)<(1+5) /"„!!„(в0;!), то величину T0 = I0(O) назовем 

5 -допустимой длительностью наблюдения. Обозначим F = °=0B0D(B0) ' .
Следствие 3. Пусть по некоторой реализации [xt } временного ряда (1) 

длины T0 построена ОМП-оценка вектора 0°, а прогнозирование ведется 
по независимой от {х,} реализации [х, }. Если собственные значения мат
рицы B0 находятся в единичном круге, то справедливо асимптотическое 
разложение безусловного риска прогнозирования:

г(0°; X ) = rmjn (0°; X ) +/r(ß(x)F~') / T0 + О (T03' 2).

При этом с точностью до и и п ) минимальная 5 -допустимая дли

тельность наблюдения составляет In(ö) -  fr(ß(x)F_1) /(5- Tmin(O 0 J X ) ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Этот результат есть следствие теоремы 5.5.1 
из [1] и теоремы 3. Следствие доказано.
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УДК 519.24

Т В. СОБОЛЕВА

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРВЫХ ДВУХ МОМЕНТОВ РАСШИРЕННОЙ 
ПЕРИОДОГРАММЫ ДИСКРЕТНОГО ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО 

УСТОЙЧИВОГО СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА
In this article an enlarged periodogram of the discrete real stable stationary random process is 

being considered, mathematical expectancy and dispersion being calculated for it.

Рассмотрим дискретный действительный устойчивый стационарный 
случайный процесс X(t), te Z, с показателем а, 0<а<2, спектральное пред
ставление которого имеет следующий вид:

= I ( 1)

где £(Х) -  действительный устойчивый с независимыми приращениями 
процесс с показателем а, 0<а<2, такой, что

E d%(\) p a l p = C(p,a)q>(k)dX (2)

для всех 0<р<а, где С(р,а) -  зависит от а, р и не зависит от £,(Х), а ф(Х), 
Xe [-71,71] -  неотрицательная функция, которую по аналогии с [1, 2] будем 
называть спектральной плотностью процесса X(t), t£ Z.

По наблюдениям за процессом X(t), t е [-Г, Т ] , введем в рассмотрение 
статистику, являющуюся аналогом расширенного преобразования Фурье 
для обычных процессов (см. [4]):
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