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ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЯХ СЛАБО НЕЛИНЕЙНЫХ 
СИСТЕМ C Lp-ДИХОТОМИЧНЫМ ЛИНЕЙНЫМ ПРИБЛИЖЕНИЕМ

For the systems in the title sufficient conditions of the existence and uniqueness of bounded so­
lutions are established.

Рассматриваем линейные системы

= A(t)x, 
dt (I)

где А(- ) :/? —» Hom( Rn .R n) -  непрерывная матрица.
Определение 1. Будем говорить [1], что система (1) обладает !/’-дихото­

мией на R, 0<  р < +оо , и обозначать это включением A e L pD , если суще­
ствуют пара взаимно дополнительных проекторов P1 и P2 и положительная 
постоянная Cp такие, что в случае О < р < -н» для фундаментальной мат­
рицы X (t) системы (I), X (O) = E ,  выполнено условие

Jl X(I)P1X ' 1 (т)|" dx + 7 1* (OP2 X

а при р  -  i — справедливы оценки

|Х ( О ^ Х ч ( т ) |< С „ ,  T <t,

Ц х С О Р гХ -'сф с.., T > t ,T ,  t e R .
Асимптотическое поведение решений Гр-дихотомичной системы (1) опи­

сывают следующие леммы.
Лемма 1. Пусть система (1) обладает Lp-дихотомией на R с числом р>0. 

Тогда
1) любое нетривиальное решение системы (1) такое, что Jt(O)G B\=P\Rn, 

удовлетворяет предельным соотношениям
lim x(t) = 0, Iim ||х(0|| = +°°; (2)

2) любое нетривиальное решение x(t) системы (I) с Jt(O)GS2=^V?" удовле­
творяет предельным соотношениям

lim x(t) =  lim x(t) = 0 . (3)

Доказательство леммы аналогично доказательству известных лемм 
В. Коппеля [2], проведенных им на R+ с числом р = 1.

Следствие 1. Если Ag LpD при р > О, то

1) любое решение x(t) с Jt(O)G Rn XBl удовлетворяет первому предель­
ному соотношению в (3);

2) любое решение x(t) с Jt(O) G Rn \ B2 удовлетворяет второму предель­
ному соотношению в (2).

Следствие 2. Если линейная система (1) обладает Lp-дихотомией на R с 
числом р>0, то она имеет единственное ограниченное на R решение Jt=O.

Рассмотрим также линейную неоднородную систему
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= A(t)x + f ( t ) , 
dt

(4)

где вектор-функция f ( t ) принадлежит пространству Lq(R), \< q< °°  (для 
единообразия будем обозначать L00 (R)=C(R)).

Лемма 2. Если линейная система (1) обладает Ьр-дихотомией, 1 < р < °° , 
то при любой вектор-функции f (t ) ,  принадлежащей пространству

q > _ i - , , линейная неоднородная система (4) имеет, и притом единст­

венное, ограниченное на R решение. Это решение определяется по формуле

x(t) = Jc( t ,T ) f (T )dT , (5)

где G(Lt) -  функция Грина системы (1), определяемая по формуле

Х(г)/>Х_1(т), t >  т
G(LT) =

-XWP2X -1 (т), t<%
, т,г SR.

Доказательство леммы следует из свойства включения LP+zD с  LpD , ус­
тановленного в [3, 4] для любых р,Е> 0 , следствия 1 и теорем В. Коппеля 
[2, р = 1] и Р. Конти [1, р>  1].

Рассмотрим теперь нелинейную систему

ĵ - = A(t)y + f ( t )  + pą(t ,y) , 
dt (6)

где cp(L у) -  непрерывная вектор-функция, определенная в цилиндре 

Dr = ( t , y ) : t s  R, у ||<г}, г> 0 , р -  скалярный параметр.

В случае, если A(t) = А , достаточные признаки существования и единст­
венности ограниченного на R решения системы (6) получены Б.П. Де­
мидовичем [5]. Этот результат усилен В. Коппелем [2] для системы (6) с 
L1 -дихотомичным линейным приближением (1), следовательно, и для сис­
темы (6) с экспоненциально дихотомичным приближением (1).

Цель настоящей работы -  построить достаточные признаки существова­
ния и единственности ограниченного на R решения системы (6) с Lp-дихо­
томичным линейным приближением (1) при р > 1.

Рассмотрим систему
dy

7  =  Alt)  V + p(p(L у),  
dt

Справедлива 
Теорема 1. Если
1) система (1) обладает Lp-дихотомией на к  с числом 1 < р < +°° ;

(7)

2) ,0 )е
■1)

3) вектор-функция ф(г, у) удовлетворяет в цилиндре Dr условию Лип­
шица по второй переменной

Cp(Lyi)-Cp(Ly2) ^ L  у , -  у, , L = L(r)> 0, (8)
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то существует такое положительное р , что система (7) при u < р имеет, и 
притом единственное, ограниченное на R решение, расположенное в ци­
линдре Dr .

Д о к а з а т е л ь с т в о . При р = 1 этот результат установлен в [2].

Пусть A s  LpD с числом р >  1. Из свойства включения [4] LF+eD с  LpD, 

р,£> 0 , следует, что A g Lp' D , если 1 < р х< р ,  и тогда для любого q,

_ < q <°° , существует такое р , 1 < р < р , что + V- = 1 , а систе­

ма (1) обладает Lp -дихотомией на R.
Рассмотрим полное метрическое пространство Cr(R) непрерывных и

ограниченных на R вектор-функций y ( t ) , у(г)|| < г, t  G R , с метрикой

р(у, (О, У2 ( ‘ ) )  = supfy, (О -  у 2 (Г)|.

В Cr(R) рассмотрим оператор T: y(t) —> Ty(t) , где 

Ty(t) = р J G(f,T)<p(x, y(T))dx. (9)

Покажем, что при р < р = г LC г
К , S-I

ф(Г,Ш оператор T перево­

дит L.IKI в Cr(R). Действительно, в силу условия Липшица (8), определе­
ния Lp-дихотомии и неравенства Гельдера имеем

||7>(0 < р J G(M)| ||ср(т, < J G(M) ||ф(т,у(т))-ф(т,0) dx-

||G(M)|| Ф(т,0) dx р L G(t,x) у(х) dx+ р G(t,x) р dx

X ср(т,0)рт ’ < LC,r+ C f p ||ф(Г,0) < Г, t G  R .

Из полученных оценок следует корректность интеграла (9), ограничен­
ность вектор-функции Ty(t) , а ее непрерывность -  из свойств интеграла.

Покажем, что оператор T является сжимаемым при р < пип(р,
LC1 = Ц-

Действительно, для любых yi и у2 из Cr(R) в силу неравенства (8) и 

включения A g i}D имеем

IlTy1 (0 -  Ty2 (0|| <  P G(L X) ||Ф(Т, у, V Ч )  -  ФСТ, у2 (T)) dx <

< u l J  G(LT) I ( т ) -у 2(T)I^T< р LClP(yp у,) 

и, следовательно,
P(Lyp Ty2) < LoCv,. vA  L = P L C m L 

Как и в [2], рассмотрим интегральное уравнение
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В силу сжимаемости оператора T уравнение (10) имеет единственное в 
Cr(R) решение, которое, очевидно, является и решением дифференциаль­
ной системы (7).

Наоборот, если y(t) -  решение системы (7) такое, что y(t) < г , t e  R ,то 
x(t) = y(t)-Ty(t)  есть ограниченное решение системы (1), и, следовательно, 
в силу следствия 1 имеем т ^ О . Данный факт завершает доказательство 
теоремы.

Теорема 2. Пусть
1) система (1) обладает Lp-дихотомией на R с числом р > 1;

р
2) вектор-функция f(t) принадлежит пространству Ln (R) при qx> ;

( Р - 1)
3) вектор-функция ф(/, у) определена и непрерывна в области G= 

= Ut. v l : t e  R. v e  /?"} и удовлетворяет в G условию Липшица по у (8) с по­

стоянной L>0;

y(t) = Ty(t). (10)

4) ф(г,0) принадлежит пространству Lq̂ (R) при q2 _ ^  .

Тогда существует такое положительное число р , что система (6) при

< ц имеет, и притом единственное, ограниченное на R решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При р= 1 этот результат следует из теоремы В. Kon- 

пеля [2].
Пусть р > 1. Проводя соответствующие, как и в теореме 1, построения в 

пространстве C(R) непрерывных и ограниченных вектор-функций y(t) с
нормой y(t) „ =sup||y(0 для интегрального уравнения

re«

y(t) = X (t)  + Ty(t) ,
где x(t) -  единственное ограниченное решение (5) системы (4), а оператор T 
определяется по формуле (9), устанавливаем, как и ранее, взаимно одно­
значное соответствие между ограниченными на R решениями систем (4) и
(6), если р < р S , что и завершает доказательство теоремы.
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