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СУЩЕСТВЕННЫЕ СПЕКТРЫ ОПЕРАТОРОВ ВЗВЕШЕННОГО СРЕДНЕГО 
В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ Ip

In this paper the essential spectra tor different weighted mean operators were investigated in 
sequence spaces Ip, 1<p<°o.

Пусть AeB(Ip), 1 < p < o o  -  нижняя треугольная матрица с элементами
П

аПк=Рк/ Рп, к<п, где Ра>0, ро>0, Pn = удовлетворяющими условиям:
к= о

Iim DJPn=S. 0<5<1, (1)

Iim прп/Рп=а>Ур, 1<р<°о, Iim п(прп/Рп-  (л+1 )pfł+i/Pm.i)=0. (2)

Пусть R(A) -  область значений оператора А. л—ь\. где X -  банахово про
странство; N(A) -  его ядро; р(А) -  резольвентное множество оператора; 
ст(А) -  спектр оператора А. Обозначим числовые характеристики линейного 
оператора А следующим образом: nul(A) := dim/V(A); def(A) := codimfl(A) = 
= dimX\fl(A), ind(A) := nul(A) -  def(A).

Рассмотрим подмножества комплексной плоскости С, определяемые по- 
луфредгольмовыми и фредгольмовыми характеристиками оператора A-Xl:

A ,(A):= (Xe С: R(Ar-XI)=R(A-XI)},
Ф+(А) := (XeA1(A): nul(A-X/)<°°}; Ф~(А) := (AeAdA): def(A-X/)<°°);

A2(A) := Ф+(А)иФ”(А); A3(A) := Ф+(А)пФ'(А); A4(A) := (XeA3(A): ind(A-X/)=0}; 
A5(A) := (XeA4(A): проколотая окрестность точки X лежит в р(А)}.

Существенными спектрами линейного оператора А называются подмно
жества спектра ст(А), определяемые следующим образом:

Oek(A) := С \ Ak(A), к= 1,5; Oe 2  (A) := С \
Каждое из множеств с>в̂ (А) (к= 1,5), O^r(A) называется существенным 

спектром; для них в математической литературе приняты следующие имен
ные названия: aei(A) -  существенный спектр Голдберга, Oe2 (А) -  сущест
венный спектр Като, Oe2(A) -  существенный спектр Вольфа, ое2~(А) -  суще
ственный спектр Густафсона-Вейдмана, CTe3(A) -  существенный спектр 
Фредгольма, Cts4(A) -  существенный спектр Вейля или Шехтера, CTe5(A) -  су
щественный спектр Браудера [1]. Их можно описать и другими эквивалент
ными способами, которые отчасти являются мотивировками для их изуче
ния. Очевидно, что рассмотренные существенные спектры удовлетворяют 
следующим включениям:

стеі(А) с  CTe2(A) с  OeZi (A) с  ст^іж) с  CTe4(A) с  CTe5(A) с  ст(А).
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Пусть оператор AeB(Ip), 1<р<°о удовлетворяет условию (1). Тогда из ра
боты [2] следует, что спектр такого оператора взвешенного среднего опи
сывается следующим образом:
а(А) = {Але C X—1/(2—5) I < (1 -5)/(2-5)} u  с /({Але C I=Cn=PnIPn, л=0, 1 ,2 ,.. .}), (3) 
где Cl(M) -  замыкание множества М.

Разобьем спектр оператора взвешенного среднего а(А), задаваемый 
множеством в правой части формулы (3) на специальные подмножества 
вида:

M1 := IXe C /(2-5) < (1-5)/(2-6)};
M2 := {А,е C I А.-1 /(2-5) = (1 -5)/(2-5)};

M3 := (X=Cn=PrJPn, л=0, 1,2,..., 0<^<5/(2-5)}.
Л ем м а 1. Пусть A e B (Ip), isps°°, матрица А удовлетворяет условию (1) и 

диагональ матрицы А не содержит бесконечное число одинаковых элемен
тов. Тогда для оператора А в пространстве Ip, )<р<°°, и сопряженного опе
ратора А в пространстве Iq, )<q<°°, верно:
а) если A-GM1, то nul(/ł-A./)=0 и пи1(Л —А,/ )=1,
б) если ХеМ2\ { ) ,5/(2—5)}, то nul(>4-A,/)=0 и пи1(Д -А./)=0,
в) если Але M3 и А.̂ 0, то nul(>4-A./ )=1, пи1(Д -А./)=1, если А,=0 и на диагонали 
стоит конечное число Cnj = 0 , 1<s<m, то m\(A-XI )=т, nul( А -X I )=т.

В доказательстве леммы рассматриваются три возможности для точек 
спектра оператора взвешенного среднего Xea(A). 1) A^cn для любого индек
са п: 2) X^cn ф0, 1 <s<m, где все индексы ns различны; 3) A-=Cns=O, )<s<m,
где все индексы ns различны. В зависимости от этого, а также от принад
лежности X одному из множеств M1, M2 или M3 получаем различное число 
линейно независимых решений уравнений (Х1-А)х=0, (Xl-A  )у=0, где А '-  ба
нахово сопряженный к оператору А. Для этого используются свойства эле
ментов матрицы А и соответствующие признаки сходимости числовых ря
дов. Следует отметить, что предположение о том, что диагональ матрицы А 
не содержит бесконечное число одинаковых элементов существенно при 
нахождении решения уравнения (Х1-А)х=0 в случае AeM3, А.?Ю.

Л ем м а 2. Пусть AeB(Ip), 1 < р < ° о ,  матрица А удовлетворяет условию (1) и 
диагональ матрицы А не содержит бесконечное число одинаковых элемен
тов, тогда область значений оператора A-X lдпя ХеМз замкнута.

При доказательстве леммы использовался тот факт, что если X  -  бана
хово пространство и T -  ограниченный линейный оператор, то замы
кание области значений оператора T совпадает с множеством векторов х, 
удовлетворяющих условию f(x)=0 для любого функционала fe X такого, что 
T /=  0, т. е. R(T) = ^N(T ), где ХЛ/(Г ) = {xeXI f(x)=0 для всех feN(T )} ([3], 
теорема II. 3. 7).

Л ем м а 3. Пусть AeB(Ip), 1<р<°°, матрица А удовлетворяет условию (1) и 
диагональ матрицы А не содержит бесконечное число одинаковых элемен
тов, тогда для XeMi оператор А -XI сюръективен.

Доказательство проводится прямыми вычислениями, при частичном ис
пользовании выкладок, проделанных в работе [2], с помощью которых уста
навливается разрешимость сопряженного уравнения (A -Xf)y= х VxeIq

В доказательстве следующей теоремы используется таблица состояний 
Тейлора-Халберга [4]. В ней систематизирована взаимосвязанная инфор
мация о спектральных свойствах оператора T и его банахово сопряженного 
T . Если Te B(X), т. е. T -  ограниченный оператор, действующий из X  в X, то 
для R(T) имеются три возможности:

I-R(T)=X: И. R(T)^X, но R(T)=X, III.
и имеются три возможности для T R(X)-^X.
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1) существует /  и он непрерывен; 2) существует /  и он не непреры
вен; 3) не существует Т~\

При комбинации указанных вариантов получаем девять различных усло
вий (например, если Te I и Те 3, то пишут TeI3). Если рассматривать упоря
доченную пару (Т, T ), то упорядоченная пара условий называется состоя
нием пары (Т, T ). Всего таких состояний восемьдесят одно, но для банахо
ва пространства X  возможны ровно девять пар состояний: (I1, I1), (I3, III1), 
(II2 lII2), (II2 lIII2), (Из, Ш2), (III1 lI3), (Ш2,П3), (III2 lIH3), (III3 lIII3), причем со
стояния (II2, III2) и (III2, Ш3) невозможны, если пространство X рефлексивно.

Теорема 1. Пусть оператор AeB(Ip), 1 <р<°°, матрица А удовлетворяет 
условию (1) и диагональ матрицы А не содержит бесконечное число одина
ковых элементов, тогда для существенных спектров оператора взвешенного 
среднего А справедливы формулы:

ае:(А) = Oe2(A) = oeł(A )  = Oe3(A) = (Xe С: | Х-1/(2-6) I = (1-5)/(2-5)},
O64(A) = O65(A) = (Xe C I А,—1 /(2—S) I < (1 5)/(2 S)}.

Д о ка зател ьство . Воспользуемся определением существенных спек
тров через множества Ak(A), к= 1,5, и ФЧД). ФПД1. Рассмотрим вначале мно
жество M1. Из леммы 1 следует, что А -XI не инъективен, из леммы 3 выте
кает, что оператор А -XI сюръективен и, таким образом, (А -Х1)е13. Поэто
му из таблицы состояний Тейлора-Халберга (см. [4], с. 77) следует, что 
справедливо включение (A-XI)e III1, т. е. существует непрерывный оператор 
(А-Х1)~\ что влечет замкнутость области значений: R(A-XI)=R(A-XI) , по
этому МісД-і(/4). Из леммы 1 непосредственно следует, что M1̂ A3 (Л)=ф и ), 
однако MictA4(A), таким образом, M^ooe4(A)Coe5(A).

Рассмотрим множество М2\{1, 6/(2—S)>. Из леммы 1 вытекает, что A-Xl и 
А -XI инъективны, а поскольку в соответствии с таблицей состояний Тей
лора-Халберга (A-XI)Oll2, и, следовательно, R(A-XI)=Ip, но R(A-XI)^Ip, та
ким образом, М2\{1, 5/(2-5)}''гл1(/4). Из теоремы об устойчивости индекса ли
нейного ограниченного оператора ([5], теорема IV. 5. 22) при Х=1, 6/(2-6) по
лучаем, что область значений не замкнута: R(A-Xt)^R(A-XI), следователь
но, M2CtAi(A).

Рассмотрим множество M3. Из леммы 2 вытекает вложение: M3̂ i(Z l) , а 
из леммы 1 следует, что М3<~ь-(А), а так как точки множества M3 -  изолиро
ванные точки спектра, то M3 с  A5(A) с  A4(A) с  A3(A) с  A2(A), поэтому 
M3Ctoek(A), к=  1,5 и M3CtOe2(A).

Теорема 2. Пусть оператор AeB(Ip), 1<р<°о, матрица А удовлетворяет 
условию (2) и диагональ матрицы А не содержит бесконечное число одина
ковых элементов, тогда для существенных спектров оператора взвешенного 
среднего А справедливы равенства:

aei(/4) = Oe2(A) = о~е2(А) = Oe3(A) ={Хе C \ Х-ар/2(оср-1) \ = ар/2(ар-1)}, 
Oe4(A) = Oe5(A) = (Xe C \ Х-ар/2(ар- '\ ) | < ар/2(ар-1)}.

Структура доказательства данной теоремы подобна доказательству тео
ремы 1. Для спектра оператора взвешенного среднего, удовлетворяющего 
условию (2), справедлива формула [2]:

о(А) = (Xg C I Х- ар/2(ар-1) | < ар/2(ар-1)} u  c/((Xg C X=Cn=PJPn,
л=0, 1,2, ...}).

Для доказательства теоремы рассматриваются следующие подмножест
ва спектра:

M1 = (Xg С: | Х-ар/2(ар-1) | < ар/2(ар-1),
М2=(Хе C I X -ар!2(ар-Л) \ = ар/2(ар-1), htcn], М3=(Хе С. X=Cn=PnIPn,

п= 0, 1,2, ...},

50

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm


для которых вычисляются определенные ранее числовые характеристики 
оператора A-Xl. Заметим, что в случае теоремы 2 существенные спектры 
являются p-зависимыми, что в значительной мере определяется областью 
существования решений уравнений (A-X l)х= 0, (А'-Х1)у= 0, где хе/р, yelq. 

Частный случай, когда выполняется условие (1), задается матрицей А с
П

элементами: апк=0, к>п, ап*=с/У£р' при к<п, где р=1/(1-5). Частный случай,
/=о

когда не выполняется условие (1) (на диагонали стоит бесконечное число 
пар одинаковых элементов), задается матрицей, у которой на диагонали 
стоят элементы: сь=1, C2n=Ur, c2n-i=1 Is, где 1<r<s, рассмотрен в [2]. Условию 
(2) удовлетворяют операторы Чезаро, существенные спектры которых в 
пространствах Ip, 1<р<°°, исследованы в работе [6].
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Г.О. КУКРАК. В.Л . ТИМОХ ОВИЧ

О ПРЕДЕЛЕ ОБРАТНОГО СПЕКТРА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ
ПРОСТРАНСТВ

The article deals with the inverse limits of hyperspaces endowed with the Flachmeyer and the 
Vietoris topologies. The continuity of the functor of the Flachmeyer hyperspace considered on the 
category of T ,-spaces and perfect maps is proved. The inverse limits of the Vietoris hyperspaces in 
the certain more special category are considered. In this category the necessary and sufficient condi
tion for the canonical map H: exp IimS —» Iim exp S to be a homeomorphism is obtained.

Предлагаемая работа посвящена вопросу о непрерывном продолжении 
функтора ехр на категории более широкие, чем категория COMP компакт
ных хаусдорфовых пространств и их непрерывных отображений, и относит
ся к тематике, берущей начало в известных работах Дж. Сигала [1], С. Си
роты [2] и П. Зенора [3].

Остановимся на некоторых определениях и обозначениях. Все рассмат
риваемые здесь топологические пространства будем считать 7і-простран- 
ствами, а отображения -  непрерывными. Для пространства X, множества 
AczX и точки хеХ обозначим: тх и tpx -  топология и соответственно семейст
во всех замкнутых множеств в X  (вместо Aeix (Aecpx) будем иногда писать 
Acz X (соответственно A cX )), Tx(X) (тх(А)) -  семейство всех окрестностей

op Cl

точки X (соответственно множества А) в X, [А]х -  замыкание А в X, 
7"i(A)={Fetpx | Fo Aa0}, T2(A)={Feq>x | 0^FęA). Множество А называют дис
кретным в X, если дискретно в X  семейство {{а}| аеА}. Пространство X  на
зовем изокомпактным, если компактно любое счетно-компактное множество
Fetpx.

Предбазы (T)(U), T2(U)I (Jexx) и {Ti(U), T2(V)I U Уетх, X W компактно) за
дают на множестве (рх\{0) топологии Виеториса (см., напр., [4, 5]) и соответ
ственно Флаксмайера [6, 7]. Фиксируя на (рх\{0) эти топологии, получаем со
ответственно пространства ехрХ и expFX (экспонента и экспонента Флакс
майера пространства X). Отметим, что при Aetpx пространство ехрА (expFA) 
замкнутое подпространство в exp X  (соответственно в expFX).
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