
Математика 
и информатика

УДК 519.24

Н.Н. ДЕМЕШ, С.Л. ЧЕХМЕНОК

ПРИМЕНЕНИЕ СГЛАЖЕННОЙ ПЕРИОДОГРАММЫ 
К ОЦЕНИВАНИЮ СПЕКТРОВ УСТОЙЧИВЫХ ПРОЦЕССОВ 

C ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

In this article a speed of convergence in probability of a smoothed periodogram to a spectral 
density of discrete stable process is investigated.

Рассмотрим комплекснозначный стационарный симметричный устойчи
вый с характеристическим показателем а, 0<а<2, случайный процесс X(t), 
tsZ={О, ±1, ±2...}, имеющий спектральное представление

X (0 = Je ftXd£(X), (1 )
п

где £,(к) -  комплекснозначный a -устойчивый случайный процесс с незави
симыми приращениями такой, что

а

|̂ A<f Jp =/:(р,а)ф(Х)г/Х, 0<  р < а  , Xe П = [-я ;л ],

где к(р, а ) -  некоторая положительная константа, а ф(Х) -  неотрицательная 
четная 2я-периодическая функция, которую будем называть специальной 
плотностью процесса X{t). При а=2 функция шілі является спектральной 
плотностью в обычном смысле, а при 0<ос<2 в задачах прогнозирования и 
фильтрации данная функция играет ту же роль, что и спектральная плот
ность для процессов второго порядка. Пусть

X(O), X(I) ...Х(Г-1) (2)
-  T последовательных наблюдений за процессом X(t), teZ, Т=2к{п-\)+\,

л еЛ И 1, 2, ...}, *е  1 иХ .

. и
В качестве оценки функции /(Х ) = [ф(Х) “ , ХеП, рассмотрим сглажен

ную периодограмму вида
+ v )d v , (3)

п
где спектральное окно VVr7(D) представляет собой ядро Фейера, т. е.
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Sin
MtV)

WV(I))=
2 пМт

sin
D

2
в котором

MTs N ,  Mt . , но ->0 .1T г-»=.

a It (X) -  модифицированная периодограмма наблюдений (2) за процессом 
X(t), tsZ, вида

1т(Х)=С(р, <х)|dT(X)\p.
Здесь

*(л-1)
(It(X) = At Re ^  e~lXj"hk(m,n)X(m + n ) ,

m~-k(n-1)

Ат — /|н<г>(х)
п

*(л-1)

dX

^  hk(m,n)cos(mX),
m=—k(n~\)

hk(m, n) -  полиномиальное окно просмотра данных, для которого

sin
2ка

sm
, 2 ,

(4)

где іг

Sin
_ f 1

п SinfilI2J

21а

dp, к = и N , a нормирующий коэф-

а

фициент С(р, а) определен аналогично [1]. Обозначим через ф(А) = f ( X )
р_

Из [2] следует, что (3) является состоятельной оценкой для функции ф(Л) “
в смысле сходимости по вероятности. Исследуем скорость сходимости этой 
оценки. Введем в рассмотрение числовую последовательность Lt, удовле
творяющую следующим условиям:

L r S  N  , L
Mt

т->- : 0 , но Lr
T —>°о >0 .

Lt ' T
Определение. Будем говорить, что ф(А), Xe П, удовлетворяет в точке 

XoS П условию Гёльдера с показателем уе (0; 1 ], если для любого X, доста
точно близкого к Хо, выполняется условие

(5)
где 0<А(Яо)<+°°.

Теорема. Пусть спектральная плотность ф(А), AeП, процесса X(t), tsZ, 
ограничена на П, удовлетворяет условию Гёльдера (5) в точке X0S П, при
чем ф(Ао)>0, а |Ят-(ц)|а определяется соотношением (4), тогда
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где
яДФ(Х0)-ф(Х0)}—̂->0,

, y(2*2a 2-l)

а_ =
л ■" 4

------ j

2*2 a 2 I-2 3*2a 2+2*a+l

In (лг)

при Y =  I

при 0  <  Y <  1,

I IiT (i '

для к>~.  — .
V 2а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

M /г(Х 0) - / ( Х 0) =-D/7-(A.0) + (M/7.(A.0) - /(A .0))2. Как показано в [3],

1 + Y

л/Л (X o )-M X 0)];

о

о

{ 1 4 

Ml
ч Т

In Mt n

Mt ;

, если 0  <  Y <  1, к>
2а

1 г 1, если Y =  I. л > — .
а

(6)

В дальнейшем запись Xr _= ут будет означать, что Xj~yj—>0 при 

Из [1] следует, что

Dfr v-o wT W (Р.а) Vr (X0 + w)] “ dv> +
1 Uj- п

+max eov {/r (X0 + u 
*'Г" 2 . 2 .

где У ( г . а )  = c^ a * - I .
v '  С(2р ,а )

= ^ Ti o i a (D(A + \))rfn. Поскольку V ( p , a ) 'V7-(Л.0 + u) а
п

7 - J vyT2M rfU i = J  *?(*)<*:, TO
i T  П “ Г —O

2я 

4
Рассмотрим

< I— и

2р  ̂ - N
(ü)V(p,a)[wr (X»+v)Je d t)= 0  =о(н"(е',)). (7)

l T  П ’ " /  Х '

2яV
V k j  p ij

“  >: Wr K K W
- : l t lyl

2я

V1T у

\

>: wT(Vs)Wt {v r)

¥  ¥
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Jii
2л U

"7~  X  wJ-(v*) ~  X  ^ r ( vr)  = JWr (v)ß?v I =1.Lr

Пусть M r =It"4, Lr = It^ . Из [1] известно, что
Г J- ...........I И

COV
и, .Ur - IX r  1
J * f

'т ( К  +  Ч );/r(X0 +  vr)} =  O„ 1 \+2ка
(8)

при ß < 1 -----— , \5>q. C учетом (7) и (8) получаем

ö /r(^ o ) = 0 ( « '(M)) + 0  

Если уе (0; 1), тогда с учетом (6) и (9) имеем 

M

1+2 ta
(9)

fr ( ^ o )  /  ( ^ o ) 2 =  0 {п2*') + о(п~(*~ч)} + 0
( ( M V ( I - P H ) ' )

1+2£а
П К '

k J
Потребуем, чтобы все слагаемые в правой части последнего выражения 
стремились к нулю с одинаковой скоростью. Тогда

[2<7Y = ß-<?,
2*2a 2 ( l - ß ) - l

ß-<7=- I + 2 /сос

откуда ß =
(l + 2y)(2it2a 2 - l )

(2y(l + 2к<х) + 2£2сс2 (1 + 2у)) ß-<? =

Следовательно, M f T (X0) -  /  (А,0) = O

Если у= 1, то с учетом (6) и (9) имеем

Y 2к2а 2 - l )

Y(l + 2 к
V-i) )

а )  + ̂ 2а 2(Н- 2у)

*2а 2(1+2у) , 2к2а 2 > 1 .

/

/ ( 2*V(l-P)-l)'I
) + 0

1+2*сх =

= О ( л ^ 1п2 (л)) + 0 ( л - ^ 1п2 (л)) + О
[ 2 * V ( l - ß ) -  

1+2 каI V In2(я)

Проведя аналогичные рассуждения, получаем

M MKhf(K) = O П П  “ ł2*a+l ІП2 (л)
> J

Применив неравенство \хч-уч\<^\х-у\{хч~х+уч~х) при q = — ,x , у>0, имеем

|Ф(*») -  ф(*. Л S ̂ | / г (Я.0) -  /  (X0 )||
( __

/ Г ( K ) + f p ( К) (Ю )
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г д е / /  (X0) + / '  (X0) р ',2Г  (X0).
C учетом (10) для заданного е > 0 получаем

со
Ir
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C А. МАРЗАН

СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ДРОБНОГО ПОРЯДКА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

A system of nonlinear equations of fractional order containing the Riemann -  Liouville frac
tional derivative, is considered on a finite interval of the real axis in a weighted space of continuous 
functions. The equivalence of the Cauchy-type problem for such a system and of a system of 
nonlinear Volterra integral equations is established, and the existence and uniqueness of its solution 
is proved. The corresponding assertions for a system of ordinary differential equations are pre
sented.

Пусть i .г  и D“+y -  дробные интегралы и производные Римана -  Лиу- 
вилля комплексного порядка а с  C (Re(ot)>0) на конечном отрезке [а, Ь] дей
ствительной оси:

(C g )M  =
g ( l ) d t

Г(а)
Г g(i) 
J ( x - t

( D l y ) M  =
( d 1 ' y(t)dt

dx Г (л -а ) ' (Jt-O 1""

ае С, Re(Ot) > 0,

n=[Re(ot)]+l,

( 1)

(2)

где [Re(Ot)] -  целая часть Re(Ot) [1, § 2.2, 2.4].
Рассмотрим задачу типа Коши для системы нелинейных дифференци

альных уравнений дробного порядка
) (х)=Я*, у,UA • • .. т\ w,-l<Re(a,)<n;, -[-Re(Ot1)]) (3)

с начальными условиями
= 0. е С  (i=l, ...,m;ji=i,...,ni). (4)

При т=\ задача (3) -  (4) рассматривалась многими авторами (см. [1, 
§ 42], [2]). Теоремы существования и единственности решения такой задачи 
в классе абсолютно интегрируемых функций L(a, b) доказаны в [3], а в ве
совом классе непрерывных функций
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