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Приведем результаты применения преобразования Лапласа к некоторы 
слагаемым уравнения (7) с учетом условий (4"):

J lL n q ,g , l ) e - udl = -  ju { q ,g , l ) e т Idl = “ К, (<у, g, т),

\U , (<?. S . l)e~mldl = mV(q, g, m )-U (q , g, l = +0) = mV(q, g, m),

+-OO

J iu ,(q , g, l)e-mldl = ~ ju ,(q , g, l)e~m>dl
L о 

Г+

= -(m V(q, g, m))m.

J (̂ *(4. g. 0)„e "’’dl = j  Utl(q, g, l)e m l dl -  m2V (q, g, m).

C учетом этого получим квазилинейное уравнение первого порядка с ч і 

стными производными относительно функции V(q, g, т):
dV , , , , , „, Ł „ э г

(Ojmi + G-g^ + 2klg) + 2——{кгт -  klg) = -2 (q + k2mQ)V . 
og dm O

Чтобы найти плотность p(t, r, /|j, u, v), надо решить уравнение (8), вь 
полнить обратные преобразования Лапласа и вернуться к исходным пер< 
менным.
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М.А. ПАШКЕВИЧ

СМЕЩЕНИЕ МП-ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
БЕТА-ЛОГИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ C АДДИТИВНЫМИ 

СТОХАСТИЧЕСКИМИ ИСКАЖЕНИЯМИ

The paper is devoted to the robustness of parameter estimation for the beta-logistic mode! ( 
clustered binary data in case of additive stochastic distortions o f binary observations. Stochasti 
expansions for the bias of the maximum likelihood estimator (ML-estimator) under distortions at 
obtained. It is proved that the ML-estimator is inconsistent and biased under distortions. The bia: 
corrected estimator in the case of known distortion levels is proposed. Computer simulation result 
are also given.

Бета-логистическая модель данных (БЛМ) традиционно используете 
для моделирования совокупности наблюдаемых последовательностей би 
нарных исходов случайных экспериментов на основании априорной ин 
формации о свойствах объектов, над которыми производятся испытания
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Впервые модель была предложена Хекманом [1 ], после чего получила ши­
рокое применение при решении прикладных задач статистического анализа 
данных в маркетинге, политологии и других областях [2]. Для идентифика­
ции параметров БЛМ обычно используют метод максимального правдопо­
добия (ММП) [3].

Однако на практике гипотетическая вероятностная модель наблюдений, 
как правило, оказывается неадекватной в силу различных типов искажений 
[4]. Предварительные исследования, проведенные методом имитационного 
моделирования, показали, что в этом случае оценки параметров БЛМ могут 
быть смещены [5]. Поэтому актуальна задача исследования робастности 
(устойчивости) оценки максимального правдоподобия (МП-оценки) пара­
метров БЛМ [1] к искажениям.

В данной работе исследуется смещение МП-оценки параметров БЛМ 
при аддитивных стохастических искажениях. Рассматриваемая модель ис­
кажений была предложена в [6] и активно используется при анализе роба­
стности различных моделей бинарных данных [7] в силу своей практиче­
ской значимости [8]. Нами получены выражения для смещения МП-оценки 
в случае известных уровней искажений, а также предложен метод компен­
сации этого смещения.

Математические модели и постановка задачи
Пусть определены некоторая совокупность из к объектов и некоторое 

случайное событие А. Над каждым объектом i этой совокупности произво­
дится серия из п, испытаний, результаты которых описываются набором к
бинарных векторов-строк B = (BU B2...... Bt), Bi е  {0, Ijnf , /=  1, 2, .... к.
Bij= 1, если в испытании j  для объекта i случайное событие А имело место, и 
Bij=O -  в противном случае. Объекту i поставлен в соответствие вектор 
факторов Z1 е R'", описывающий свойства этого объекта. Предполагается, 
что:

П|. Вероятностные свойства объектов в процессе испытаний не меняются.
П2. Вероятность р, наступления события А для /-го объекта является 

случайной величиной, которая имеет бета-распределение с неизвестными 
параметрами af, ß“ , причем р \,р 2, . . . .pt независимы в совокупности.

Пз. Параметры указанных бета-распределений а°, ß° связаны с векто­
рами факторов Zi выражениями а° =Ctl(O0) 1 ß° = ß ,(fg , где а0, Ь0 е  R " '- не­
известные векторы параметров модели и а,(д)=ехр (OrZi), ß,(6)=exp (bTZ,), 
^(а)=е\р(атZi), ß,(b) = exp(6rZ;), Vo, b e  Rm.

Пусть на результаты испытаний B = (Bu B2, ...,B t) воздействуют адди­
тивные стохастические искажения {%} [6] и наблюдаются искаженные би­
нарные векторы-строки B = ^Bi, B2.......Si ]:

Bij = Bij ф ^ ij, i = 1, 2, к, j  = 1, 2....... nit (1)

где © -  операция сложения по модулю два, а {%}, i=  1,2, ...,к , 
J=  1. 2, ..., л„ -  независимые случайные величины Бернулли. При этом для 
каждого i, j  имеет место следующая зависимость случайной величины т],у от 
случайной величины Bij:

p K = 1K = 0I = eO. ^ K = 1K = 1H -  (2)

__________________ _____________________________________Математика и информатика

где E0, Ei -  известные уровни искажений.
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Рассматривается задача статистического оценивания параметров яо, 
по косвенным данным -  искаженной выборке Х={х|, *2, х*} объема к, г,
Xi = У ' -  наблюдаемое число наступлений события А для объекта i

случае искажений (1), (2). Необходимо исследовать влияние этих искаж 
ний на свойства МП-оценки параметров БЛМ и предложить методы k o i 

пенсации возникающего из-за них смещения.
Смещение МП-оценки в случае искаженной выборки 

Введем следующее обозначение для МП-оценки параметров БЛМ, п 
строенной по некоторой искаженной выборке X при уровнях искажений E 

Ei: й(Х,  E0, 8,), b (X , е0, E1) . В теореме 1 получено стохастическое ра
ложение для уклонения МП-оценки, позволяющее определить ее смеіцені 
и доказать потерю состоятельности в случае искажений ( 1 ), (2).

Теорема 1. Пусть множество возможных значений факторов не болі 
чем счетно: Zi S {# |,ф 2, .... с :Rmt i = 1 ,2 , ...,к , причем эти значеш 
равновероятны и для объектов с одинаковыми значениями факторов i 
размеры серий испытаний совпадают и равняются пч . Тогда для описание
выше БЛМ с искажениями (1), (2) имеет место следующее стохастическ< 
разложение для уклонения МП-оценки параметров яо, Ь0:

я(х ,  е0, 8,) = Я0 +Д я(Х , Ец, £,), В(Х,  E0, Е,) = 60 + Ab(X , E0, E1), (
'Л\

ІГ,U4
. /

=  -H~'G wO
+  12m

j ^ e I J V

( (  i YlO(eo) + O(ei) + Ö^ - ^ О
Дя(Х, E0, E1)

A b ( x t E0, E1)

где Ор(.) -  символ Ландау в смысле сходимости по вероятности, I2ra 
единичный вектор размерности 2т, H и G -  соответственно (2mx2m)- 
(2т х 2)-матрицы, элементы которых определяются соотношениями:

d (

<7=1

- I
J= O

I-T lqj 1
К + j  <x?+ß; + ;

I -n"j

S ü° + j )  (ä "+ ß“ + >)
/ ,  5 = 1, 2, nr.

я
\ \

I
( »,-1 

Y f "5
\

I
Z a

K J = 0 \ ^ Я  Я J

V-'
- IJ=O 1J K+B+;) K

l, 5 = m + l, ..., 2m;

н . , = я „ = і * А а ; к  i
s ( e ;+ B f + j )

1 = 1, 2, .... m, 5 = m + l, m + 2, 2m;
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о » - 1 > Ж £  Ж г Я -  g» = - Z * X £ * 7 j % .. '=>■ 2 «в

g . - ż ^ FS~11*?-9=1 ;=0 Р ,  +  J  1

сп =£<>*%£' M J - + 1). I 1 =»н-1. - .  2т,
9=« J = O  P 9 +  П , -  у  - 1

*; * £ - * < « . •  » ? k .  * » ) = с 'в ( а ; + л  р; + я, - ; ) / в (й;, в ;),

a ;= exp („ ,;e ,), р'; =Cxp(^fli )

Д оказательство . По определению логарифмическая функция правдо­
подобия для БЛМ имеет следующий вид [1]:

Ца, b)rf(l іп(< £ ) + £ > ( « , ( « ) + ; )  +
1=1 ^  J=O

JH  ̂ <5>
+ Z ИМ*)+;)-&M e)+ß/(*)+;) •J=O J=O J

C учетом предположения о факторах Z1 функцию 1{а, Ь) можно предста­
вить как:

Ч а ’ iO = ZZ 1п( С £  )+ZlnK(°) + ;) +' J=о9=1 1=1 ^

",-J1If-I
+ Z ln(ß9(i)+v)-ZIn(ä?(Ö) + ß4(t)+-'')

J=O J=O

где кч -  число объектов с вектором факторов Д, среди наблюдаемых к объ­
ектов, Z l 1= A  = * ’ у I ~ наблюдаемое число наступлений события А для 

объекта этого типа номер q, X = U ^ y ? ,  у?, .... у*®}; и ä Q(a) = exp(aTÜq),

ß̂ (Z>) = ех р ^ 7̂ ) .  Преобразуем сумму по t аналогично преобразованию
системы нахождения МП-оценок параметров бета-биномиального распре­
деления [1 1], в результате

1(а, Ь) = * + Z *9Zft1 -  ^ 7 )1п(А  (a) + j )  + F /ln (ß? (й) + hq - j - l )  -
9=1 J=O

- i n ( M o) + M &) + ;))-

Здесь X -  некоторая константа, а FJ = Z L0 f?  . гДе J- ~ относительная 

частота встречаемости значения г в выборке {y'ł, у \ ,  у чк }. Воспользу­

емся свойством [10]: f j  =PJ + 0 Р{V yJk^) , где PJ -  соответствующая тео­
ретическая вероятность. Тогда с учетом предположения о равномерном 
распределении возможных значений факторов {Ö,, ©2. дД и свойства 
Ор(.) получаем, что при к —> °° МП-оценка является решением задачи мак­
симизации следующей функции:
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=I J=O

-in ( ä , ( ö )+ ß e( * ) + y ) ) + t ? ^ ~ j .

Здесь Щ = X i= O ^ (flO' V  ео> eI)’ а ^ ( 0O- b0 > Ео> ei) -  Элементы вер> 
ятностного ряда для искаженного бета-биномиального распределения вер' 
ятностей с параметрами nq, öc°, ß°, е0, E1 [9], причем

*0 . Ео> Ei ) =  2  w zi ( Ео* fy>)>
i=i

min(«,. у+г)
«4 = I  с ; - < С ^ ( 1 -е.)*--, Е;- .( 1 - е 1Г - ' ,  (i

l=mnx(j. г)
и имеют место следующие асимптотические разложения по E0t Ei в точке (0, 0

Ą* =р; +((й, - г  + ljĄ l, - ( » , - г )ё ; )е ,  +

+((г + 1)^'|~г Ą')e'+<’(eo) + £’(8i). C
г = 0, 1, .... пч.

Здесь для удобства записи приняты обозначения Pfl = P f+1 = 0 . Поскол 

ку МП-оценки — решения задачи Z1 (а, b ) —> max, то они удовлетворяют уі
а, Ь

ловию стационарности, т. е. являются решениями следующей системы о' 
носительно а, Ь:

2 X Ö » Z9=I J=O
d ",-I'' -

9=1 J=O

I-T i4j (a, b, E0, E1) 1

M aW  М ° ) + M  b) + j
Ду(д. Ь, E07 E1) 1

\
' J j+ 1 Ofjт P

/

+ L 0 /-

= Ora, о

Ж ' - 0- - с'lß A ^ ) + A - Z - 1 +
где Om 6 Rm -  нулевой вектор. Подставим в систему (8), (9) выражения дг 
МП-оценки из (3), линеаризуем ее по Да(Х,  E0, E1), Ab(X,  eQ, E1) и зі

меним вероятности Pf (.), составляющие Щ (.), на разложения (7). Выр!

зим затем уклонения Да (AT, E0, E1), E0, E1) этой системы. В р<
зультате получим утверждение теоремы. ■

Следствие I. В условиях теоремы 1 МП-оценки параметров БЛМ я в л і  

ются смещенными и несостоятельными, причем смещени
Дй£(е0, E|) = £{Aö(X, E0, E1)] , Д££-(е0, Et) = £{zy>(X, E0, Е,)} удовле
творяют асимптотическому разложению:

Гс \ЛД£(Ео> Е1 )
a M  £ü, E1)

= ~Н iG
V£ i J

+  1: n ( ° ( Eo )  +  ° ( £ i ) ) - (И

Д о к а за т е л ь с т в о . Несостоятельность следует из стохастического ра: 
ложения (4). Разложение (10) выводится аналогично (4) (доказательств 
теоремы 1) с учетом свойства несмещенности относительных выборочны 
частот [10]. ■
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Получим теперь стохастическое разложение для уклонения МП-оценки, 
не требующее дополнительных предположений о характере факторов, ко­
торое может быть использовано для «компенсации» смещения. Используя 
результаты [91, покажем, что функция правдоподобия для оценки неизвест­
ных параметров модели а0, ba, учитывающая искажения ( 1), (2) уровней е0, 
Ej, имеет вид:

к f  Л; N
4  (я, b, X , E0, E1) = П  £ Ч Л ео> £i)pj (a - Ь)

'“I \> °  J

!!(о, (в), ft (ft)) ’

UD

где величины Wxj определяются по формуле (6) с заменой q на i, Hq -  на 
г - н а  х,.

Лемма 1. Имеет место следующее асимптотическое разложение для ло­
гарифмической функции правдоподобия Iz(a, b, X), соответствующей (11): 

le(a, b, X,  Eu, е,) = /(я , b, Х)  + е(а, b, X,  E0 , Е1) + о(£0) + о(е| ),

е(а, b, X,  E0, E1) =

f  ß, (*) + n, - X1 , s
X,----- г - ---------------- E0 +

7
(”/ " * )

a /(fl)+jcz JC1
ß,. ( i ) +  Hr. - х , . - 1  'у  a Z ( ° ) +  jc Z - I

где функция /(.) определена в (5).
Д о к а за т е л ь с т в о  производится с помощью асимптотического разло­

жения (7) и свойств бета-биномиального распределения [9]. ■
Лемма 2. Градиент функции e(a, b, X, E0, Ei) по а, b при фиксированных 

уровнях искажений E0, Е| есть 2т-вектор-строка следующего блочного вида:

{St (a. b, X , E0, £ ,) f  =(g"(a,  b, X , E0, E1) ,gb(a, b, X,  E0, E1 ))Г,

g “(a, b, X,  е0, Et) =

= I1=1
* (  f - x , ( ß f ( b ) +  и , - * , )  Hf - X 1.

Cn TZirOf (a)

л

=I Z,p, (i)

(Ocf (о) + Xf — l)J ß, ( i)  + nf -Xf - I  1

I = 1, 2, ..., т, 
gi (a, b, X,  E0, E1) =

(n-xf)(af(a) + x,) 'JC1
a f(fl) + xf - l E° (ft(* ) + Wi- ^ - i ) aC |JJ ’ 

l - l ,  2, m.
Д о к а за т е л ь с т в о  производится непосредственным дифференцирова­

нием функции е(а, Ъ, X, E0, Ei) по переменным а, Ь. Ш
Теорема 2. Для описанной БЛМ с искажениями (1), (2) имеет место сле­

дующее стохастическое разложение для уклонения МП-оценки параметров 
«о, Ь0:
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(Аа{Х,  E0, E1) 
ДЬ(Х, E0, E1)

J ( й0 , b0, X ) g с (а0, b0, X , E0, E1) +

+ I-i ° ( £0 Э + + ^
f  I ^

(12

VvK J)
где вектор gf(-) определен в лемме 2, a J{.) есть следующая блочная матрица:

rJ A°{a0, Ь0, X)  J Ab(a0, b0, X У 
KJ B°{a0, b 0, X)  J Bb (а0, b0, X ) j

к (  ( л - 1

■/ (öu, Ь0, X ) —

С (О о , b0, х )  = у ZilZisO.*
W

К

-Z
1=1

ZilZis (а ?)2
. i !V-I

Х т т У т - Х
;=о(а“ + у) y=o(a“ + ß“ + ; )

У—--- у ___1__
U a *  + j  + а  f +ß j  + y,

>Л

» ty $ 1» •••»
I

/ Л я ,  b, X ) = J * ( a ,  b, Х) = У

/у
Л/ — I

\

Z A o 10K Z»K+ßf+jf
/, J = I1 2, т,

•С  (в. Ъ, X )  =

л , - I* f А/r^ a r l i ^ci i
= Z l z - zM  I

m V у
/  /

л

-Z в д , № ) :
Wf— Л —1 •» Л,—I i у

г
JJj=0 (ß?+ j ) 2 J-O (а?+ P? +у)

/, J = I, 2.......т.
Д о к а за т е л ь с т в о . МП-оценка параметров БЛМ а ( Х ,  E0, E1),

Ь ( Х ,  е0, E1) определяется как решение следующей оптимизационной за 
дачи [I, 1 1 ]:

I (a, b, X ) —»max, a, b s R " .  (13;
а .  Ь

В то же время оценка максимального правдоподобия при наличии апри­
орной информации об аддитивных стохастических искажениях уровней Eo 
Ei определяется как решение оптимизационной задачи

le(a, b, X, E0, E1) = / ( £т, b, Х) + е(а, b, X,  E0, E1) +

+о(е0) + о(е, ) —>max, a, be  Rm.
а, b

Обозначим решение задачи (14) а0(Х,  E0, E1), b0(X,  E0, E1)
Воспользуемся свойствами асимптотической нормальности оценок 
максимального правдоподобия [10]:

а0(Х,  E0, Е,) = а0+\тОР( \/4 к ) , Ь0(Х,  E0, E1) =Ь0 + ImOp (l/yfk).  (15]

Введем обозначения:

(и;
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У = > _у(Х, E0, Ej) —
( а ( Х ,  E01 E1) '  

Ь { Х , E0, E1)

Ўо ( X , E0, Б, ) —
O0 ( X , Eq, £| J

Уо
( л Л

K b O jv bH ( X , E0 , Е, ) ̂

Тогда для решения у( X ,  E0, E1) задачи (13) выполняется следующее 

условие стационарности: Э/(у(А,1 E0, Е,))/Эу = 0, где производная дИду 
определяется в исходных обозначениях как

Bl(а, Ь, X)
А(а, Ь, X)  = -

да
Л,-I \ \

= Z zA (в) Ż ~v„ч ̂  ,.-Z
/-I U  et, (a) + j  U a ,{a ) + $t(b) + j

. . дl(a, b, X)
в (в. b> X ) = -  дь ’ =

= 0Ш,
JJ

к (  ( П) - J b - I  i

= I zA(») I  STZT--I: 1 \х

'JJ
=  0 „ .

--V V U  $i(b) + J U a , ( * ) + № ) + Л
В окрестности точки у0{Х , E0, E1) имеет место асимптотическое раз­

ложение
О/ fłl

E0, £.) +  ( ў ( Х ,  E0, Е ,) - ў 0(Х , E0, Е,))) = - ^ { ў 0 ( Х ,  E0, E1))  +
ду ду

"А  ( Уо ( X , E0, E j ) ) ( y ( X ,  E0, E1) у0 ( Х ,  E0, E1)) +

+О( ў( X , E0, E1) - у0(Х, E0, E1)) = O2m.
Из условия стационарности для задачи (14) имеем

— ( у 0 (Х ,  E0, е ,) )  =  - ^ * .  E0. E1)) + I2ra( о ( е0) + O(E1)).

В результате, учитывая вид зависимости е(у, E0, Ej) и (15), получим 

ў (х ,  е0, е,) = у0 + у-| (у0, Х ) ~ ( у 01 X , е0, е,)-Ы3л1 (о(е0)-+о(е2) + 0 ,.( |/7л )).

Возвращаясь к исходным переменным а, Ь, получим утверждение теоре­
мы. ■

Следствие 2. Выражение (12) может быть использовано для построения 
итеративной процедуры с целью уточнения МП-оценки:

f z i ' A

'Am )
К° J К° J

-ЧГ' (о10, SvK x )g ,(5w, b(,\  X , E0, E1),

где / -  номер итерации, а у -  параметр, обеспечивающий сходимость алго­
ритма.

Результаты компьютерного моделирования
Для оценки точности построенных в теоремах 1,2 стохастических раз­

ложений была проведена серия компьютерных экспериментов. При этом в 
качестве номинальных параметров БЛМ были выбраны следующие значе­
ния: а0 = I, bo = 2, причем предполагалось, что т = 1 и щ = п2 = ... = пк = 10, 
а факторы Zi считались равномерно распределенными на отрезке [1,0; 1,1].

SI
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В процессе эксперимента генерировались 100 случайных выборок объе? 
к = 1000 реализаций случайной величины, подчиняющейся БЛМ с прив 
денными параметрами. Для каждой выборки производилось искажен! 
данных согласно ( 1 ), (2), при этом уровни искажений совпадали (E0=Ei=E) 
изменялись в пределах от 0 до 0,05 с шагом 0,01. Затем для каждой выборі 
строилась МП-оценка параметров БЛМ и вычислялись уклонения оцені 
параметров от истинных значений. Кроме того, при помощи выражені 
(12) определялся главный член асимптотического разложения для теорет 
ческих уклонений оценки соответствующей текущей выборки. При фикс 
рованном уровне искажений по полученным экспериментальным знач 
ниям уклонений строились 95 % доверительные интервалы, а главные чл 
ны асимптотических разложений для теоретических уклонений, вычисле: 
ные согласно (12), усреднялись. Наконец, для каждого уровня искажен! 
вычислялись средние теоретические уклонения МП-оценки при помои 
выражения (4). При этом предполагалось, что d = к и Д,- = Zi, i -  1, 2, ...,к .

Aa а ьб б

Математика и информатика______________________________________________________

Точность построенных стохастических разложений для МП-оценки параметров (в, б) BJltv
J - 9 5  % доверительный интервал, 2 -  среднее теоретическое уклонение

Результаты компьютерного моделирования приводятся на рисунке. 3 
метим, что кривые, соответствующие выражениям (4) и (12), на рисуш 
сливаются. Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод: гла 
ные члены стохастических разложений (4), (12) достаточно точно аплро 
симируют зависимость уклонений МП-оценки параметров БЛМ от урові 
искажений е, а именно попадают в 95 % экспериментальный доверител 
ный интервал.
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