
Математика и информатика

где постоянные v>0, - 1<у<1 и w(f,а) =

! . Г н е д е н к о  Б . В . ,  К о л м о г о р о в  А . H . Предельные распределения для сумм не­
зависимых случайных величин. M., 1949.

2. П е т р о в  В.  В.  Предельные теоремы для сумм независимых случайных величин.

3 .  Б и л и н г с л и  П.  Сходимость вероятностных мер. M., !977.
4. Ф е л л е р  В . Введение в теорию вероятностей и ее приложения. M., 1984,
5. Ю ди н M . Д . // Изв. вузов. Математика. 1989. № 10. С. 87.
6. Ю ди н M . Д . Сходимость распределений сумм случайных величин. Мн., 1990,
7. Ш и р я е в  А . Н .  Вероятность. M., 1980.
8. К о л м о г о р о в  A . H. ,  Ф о м и н  C . В . Элементы теории функции и функционально­

го анализа, M., 1989.

Поступила в редакцию 1S.04.2003.

Андрей Григорьевич Федосенко -  аспирант кафедры теории вероятностей и математиче­
ской статистики. Научный руководитель -  доктор физико-математических наук, профессор 
кафедры теории вероятностей и математической статистики Г.А. Медведев.

УДК т .  763.055.4

О.Г. КАЗАНЦЕВА

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
ПРОЦЕНТНОЙ СТАВКИ

The quasilinear equation with partial derivatives of the first order concerning a Laplace trans­
formation o f a conditional probability density of process o f the interest rate is obtained.

Математическими моделями многих показателей современного финан­
сового рынка являются случайные процессы, и в частности с независимыми 
приращениями, порождаемые стохастическими дифференциальными урав­
нениями. Основным показателем, влияющим на рыночные цены финансо­
вых активов, является так называемая безрисковая процентная ставка r(f). 
Обычно она рассматривается как диффузионный процесс, в данной же ра­
боте это составляющая двумерного процесса:

где /(f) -  мгновенное среднее процентной ставки, х -  уровень отражающего 
барьера, t -  календарное время, dwi(t), dw2(t) -  независимые винеровские 
процессы с £[c/vvi(f)]=£[f/w2(f)]=0, Var[f/wi(f)]=Var[f/Hi2(f)J=f/f. Параметры K1 и 
K2 определяют скорость сходимости соответствующего процесса к долго­
срочному среднему (скорость установления стационарного режима), Э -  ус­
тановившееся среднее число процессов ф ) и /(f). Величины Ki(/(f)-r(f)) и 
К2(0 /(f)) являются ожидаемыми мгновенными скоростями изменения роста 
переменных состояния ф )  и /(г), а а ’ (г(0 “ *) и o£(r(f)-jr) -  мгновенны­
ми дисперсиями изменений этих двух переменных, причем параметры 
Кь K2, С|, а 2 положительны из экономических соображений.

M., 1987.

( 1)

71

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm
http://www.iceni.com/unlock.htm


Математика и информатика

К сожалению, ограниченный объем не позволяет продемонстрировав 
поведение двумерного процесса рыночных показателей, описываемого си 
темой уравнений (1), с помощью численного моделирования. Однако такс 
пример был приведен автором ранее [1] для одномерного случая, приме 
рассматривалась задача не только моделирования процесса, но и оценки ei 
параметров.

В реальном случае наблюдается процесс г(г), а в качестве оценки прі 
цесса Дг) можно рассматривать тренд ф). Таким образом, мы имеем дело 
двумерным однородным во времени марковским процессом, принимающи 
значения в некотором открытом подмножестве D -[х , + » ) [je, + « ) e / f 2.

Процессы ф ), ДО, определяемые системой (1), относятся к классу дис 
фузионных процессов Орнштейна -  Уленбека, имеющих стационарный р 
жим с конечным средним 0 и конечными дисперсиями [2].

Пусть задано фильтрованное вероятностное пространство (£2, F, (Ff)yst,, F 
где £2 -  состояние рынка в рассматриваемом контексте; сигма-алгебра F 
совокупность событий, наблюдаемых на рынке, P — риск-нейтральная вері 
ятностная мера на F; расширяющееся семейство сигма-алгебр F1 — совокуі 
ность событий, наблюдаемых на рынке до момента t включительно (дг 
всяких v<t<T имеем FvęzF„ F=F).

Плотность вероятностей перехода p(t, г, /|т, и, v) диффузионного проце 
ca {riO, /(г)} существует и удовлетворяет прямому уравнению Колмогороі 
[3] (аргументы функции р для краткости будем опускать, а частные прои 
водные обозначать через нижний индекс):

( Г - JC)
сг? CT2 
~ Р г Г+~ Р „ - к ф - г ) р г - * 2(0 - /)р , +(it, +к2)р = рг  C

Как известно, прямое и обратное уравнения Колмогорова в общем ел1 
чае не могут быть разрешены явно для переходной плотности вероятносте: 
за исключением небольшого числа частных случаев [4]. В данной стат« 
предпринята попытка понизить порядок уравнений Колмогорова с ш 
мощью преобразования Лапласа.

Из свойства стационарности имеем: p(t, г, l\s, и, v)=p(t-s, г, /|0, и, v). В к: 
честве начального будем рассматривать состояние в момент времени Г=0 
изучать условную плотность вероятности p{t, г, ДО, и, v), которую для K pa- 
кости будем записывать как p(t, г, I).

Поскольку начальное состояние марковского процесса {г(0> ДО} npej 
полагается заданным, то функция условной плотности вероятности в н; 
чальный момент времени вырождается в 5-функцию Дирака:

PiF г, OU0= 5(r(/)-r(0))5(/(fH(0)). (:
Граничные условия для любого уравнения Колмогорова фактически яі 

ляются условиями изолированности области D sR 2 изменения рассматрі 
ваемого марковского процесса [5]. Граничные условия для отражающег 
барьера представляют собой равенства:

к ф - г ) р - ^ - ^ - ф ~ х ) р )  = 0, к2(0 -  Op - х ) р )  = О, О
2 дг 2 dl

когда г или I попадают на границу области D.
Проведем замену переменных. Перейдем от г(г), /(/), 0 к r(t) = r(t)-A

I (О- I ( I ) - X ,  0(0 = 0--* . Тогда уравнение (2) запишется в виде (опускае
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волну над новыми переменными, но будем помнить о том, что мы сделали 
замену):

2 2

Щ~Ргг +Щ-Pit + ( £ |0 - / )  + СТ| )pr +Ic2(I-Q)Pl +(Icl +кг)р = р,. (5)

Оно является дифференциальным уравнением с частными производны­
ми второго порядка. C помощью преобразований Лапласа можно понизить 
порядок уравнения (5).

В результате замены переменных вид начального условия (3) не изме­
нится, а граничные условия (4) запишутся в виде:

а" д öl дkl{ l - r )p - -± - - - ( r p )  = 0 , кгф  ~ t ) p - ~ — (rp) = 0.
2 Э г 2 Э/

(41)

Откуда следует:
д р ,pU, г = 0, /) = 0 , p(t, г, I = Q) = Q , (г, г, / = 0) = 0. (4")
dl

Применим к уравнению (5) преобразование Лапласа [6] по / с парамет- 
+*•

ром > 0: Y{q, г, /)=  J p(t> г, /) e~ą'd t.
о

■н»
В выражении |  р, (/, г, I) e~q‘dt = qY(q, г, l ) - p ( t  = + 0, г, /) второе

о
слагаемое в правой части в силу начального условия (3) равно нулю. По­
этому после применения преобразования Лапласа имеем:

2 2

^ Y rr + Щ - Y11 + (*, (г - 1) + erf )Yr + A2 (/ -  0)1̂  + (&, -q )Y  = 0. (6)

Далее используем преобразование Лапласа по переменной г с парамет-
-Нм

ром ^ > 0: U(q, g, /)=  \Y{q, г, l)e~trdr.
о

Приведем результаты применения преобразования Лапласа к некоторым 
слагаемым уравнения (6), учитывая условия (4"):

-К»
\Y r{q, г, l)e~grdr = gU(q, g, l)-Y {q , r = +0, l) = gU(q, g, l),

-r-oo foo

jr-Y'tiq, r, l)e~grdr = -  JYwC?, r, l)e~grdr = - l U < q , g ,  /)]„,

-r» -r»

j  rKr0?, r, /)<T*rrfr = -  J Kr(4. r, l)e « d r ~ -U (q, g, l ) - g U ( q ,  g , /),

JrKrrĈ , r, De^gr dr = -[g 2U(q, g, l ) - Y r(q, r = +0, l)]g = ~[g2U(q, g,
0
Таким образом, в результате преобразования Лапласа получим:

2 2 2

-  )« + M ' - 0)f/, + (*2 - Kgl -  q)U -  {Iclg + ̂ f - ) U g = 0. (7)

К этому уравнению также применим преобразование Лапласа по пере­

менной I с параметром т > 0: V{q, g, т) = g, tye’^ d l .
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Приведем результаты применения преобразования Лапласа к некоторы 
слагаемым уравнения (7) с учетом условий (4"):

J lL n q ,g , l ) e - udl = -  ju { q ,g , l ) e т Idl = “ К, (<у, g, т),

\U , (<?. S . l)e~mldl = mV(q, g, m )-U (q , g, l = +0) = mV(q, g, m),

+-OO

J iu ,(q , g, l)e-mldl = ~ ju ,(q , g, l)e~m>dl
L о 

Г+

= -(m V(q, g, m))m.

J (̂ *(4. g. 0)„e "’’dl = j  Utl(q, g, l)e m l dl -  m2V (q, g, m).

C учетом этого получим квазилинейное уравнение первого порядка с ч і 

стными производными относительно функции V(q, g, т):
dV , , , , , „, Ł „ э г

(Ojmi + G-g^ + 2klg) + 2——{кгт -  klg) = -2 (q + k2mQ)V . 
og dm O

Чтобы найти плотность p(t, r, /|j, u, v), надо решить уравнение (8), вь 
полнить обратные преобразования Лапласа и вернуться к исходным пер< 
менным.
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М.А. ПАШКЕВИЧ

СМЕЩЕНИЕ МП-ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
БЕТА-ЛОГИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ C АДДИТИВНЫМИ 

СТОХАСТИЧЕСКИМИ ИСКАЖЕНИЯМИ

The paper is devoted to the robustness of parameter estimation for the beta-logistic mode! ( 
clustered binary data in case of additive stochastic distortions o f binary observations. Stochasti 
expansions for the bias of the maximum likelihood estimator (ML-estimator) under distortions at 
obtained. It is proved that the ML-estimator is inconsistent and biased under distortions. The bia: 
corrected estimator in the case of known distortion levels is proposed. Computer simulation result 
are also given.

Бета-логистическая модель данных (БЛМ) традиционно используете 
для моделирования совокупности наблюдаемых последовательностей би 
нарных исходов случайных экспериментов на основании априорной ин 
формации о свойствах объектов, над которыми производятся испытания
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