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С.В. САХОНЕНКО

УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ПРИ ПЛОСКОМ НАПРЯЖЕННОМ 
СОСТОЯНИИ ПРЕПРЕГОВ

The main hypotheses and assumptions concerning the prepreg being at plane stress are formu 
lated. On basis of them the differential equations of the prepreg equilibrium are obtained.

Математика и информатика____________________

Современные композиционные материалы обладают не только широкиг 
спектром свойств, выгодно отличающих их от традиционных материалов 
но и способностью к направленному применению этих свойств в соответст 
вии с назначением конструкции. Одним из таких преимуществ являете, 
возможность повышения прочности композиционно-волокнистых материа 
лов в районе проколотого отверстия по сравнению с просверленным.

Прокол отверстия производят на стадии, когда композиционный мате 
риал находится в состоянии препрега, т. е. когда полимерное связующее н< 
заполимеризовано и обладает минимальной вязкостью. Проколотые отвер 
стия получают с помощью заостренного стержня, которым в препреге раз 
двигают армирующие волокна [1].

Остановимся на следующих гипотезах и предположениях, касающихс: 
препрега, находящегося в плоском напряженном состоянии [2].

1. Тканые наполнители это взаимно перпендикулярные, связанные ме 
жду собой два семейства нитей.

2. Нити препрега являются абсолютно гибкими, т. е. имеют исчезающ« 
малую жесткость на изгиб. В связи с этим они работают только на растяже 
ние в продольном направлении и на сжатие (далее -  уплотнение) в попе 
речном.

3. Уплотняющие усилия ст_| и ст_2 в соответствующих семействах пере 
даются от одной нити к другой при непосредственном контакте. На HHTt 
другого семейства эти усилия не оказывают никакого воздействия.

4. При уплотнении происходит сдвиг одного семейства нитей относи
тельно другого. В результате между семействами возникают касательньк 
напряжения в виде усилий трения скольжения.

5. В случае расположения семейств нитей по отношению друг к друг) 
под углом 90° предельные удельные силы трения скольжения численно 
равны

= Амст, +Icl2O2 + (I, P1 + Jij р,
[т_2 — A21CT, + A22CT2 + IA2P2 + P2P-

Статические коэффициенты трения Ць ц2, tu , Ai2, Zt21, A22 — безразмерные 
величины, имеющие постоянное значение. Способы нахождения этих ко
эффициентов и некоторые результаты экспериментальных исследований 
представлены в работах [1—3]. Параметр р определяет величину внешнего 
давления. Параметры /?] и р2 эквивалентны таким давлениям внутри пре
прега, которые обусловлены необходимостью преодоления сил сопротив
ления, возникающих из-за переплетения семейств нитей; Ct1 и ст2 -  растяги
вающие напряжения в этих семействах.

Для определения величины силы трения в случае, если угол между ни
тями семейств равен а, рассмотрим физический смысл каждого слагаемого 
в формуле (1) и определим, как они меняются в зависимости от изменения 
угла.
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Слагаемое не изменяется. Это следует из того, что тканое полотно 
состоит из взаимно переплетенных крученых нитей, которые содержат эле
ментарные нити количеством до 1000 штук. Форма сечения крученой нити 
представляет собой круг. Под действием внешней нагрузки такой круг де
формируется, поэтому в местах соприкосновения нитей образуется отпеча
ток в виде канавки. Усилие, необходимое для преодоления этого препятст
вия при движении нитей, является главной составляющей сил сопротивле
ния, которые тем больше, чем меньше угол а. По крайней мере коэффици
ент пропорциональности составляет I/sin ot. Площадь контакта семейств ни
тей тоже увеличивается с таким же коэффициентом пропорциональности.

Канавка представляет собой ячейку в виде параллелограмма со сторона
ми i>[/sin ot и bi/sin а, где Ь\ » 0 2  — диаметры нитей соответствующих се
мейств. Учитывая, что при движении, например, нитям семейства 1 прихо
дится преодолевать препятствие шириной ^=Wsin а  и длиной ^ 1, состав
ляющая продольной силы трения в этом случае будет равна X=^ipSIbbi), где 
S=b\b2/sin o t-  площадь параллелограмма.

Подставим сюда требуемые значения параметров и получим, что х=\кр. 
Как видим, удельная сила трения не зависит от угла а, коэффициент р имеет 
тот же смысл, что и при ot=90°, следовательно, р=р,.

Остальные составляющие силы трения скольжения в ( 1) имеют другой 
смысл. Дело в том, что переплетение нитей в тканом материале вызывает 
их искривление в виде синусоиды, поэтому растягивающие усилия в одной 
из них приводят к взаимному давлению в узлах переплетения и сказывают
ся на величине силы трения. Для семейств нитей, расположенных под пря
мым углом, усилие взаимного давления нитей в узле переплетения Q можно 
найти из условия равновесия (рис, 1): Q=2A/sin eto, где N — усилие натяже
ния в нити, Ct0 -  угол наклона искривившейся в результате переплетения в 
узле нити к нормали.

Если угол между нитя
ми семейств равен а, то, 
как нетрудно установить, 
давление Qi нитей в узле ; 
переплетения становится 
равным (2i=2Nsin a  sin Oq.
Составляющие продоль- Рис. 1. Узел переплетения ткани
ных сил трения для этих
двух случаев будут равны соответственно т=IcQZs н xx=kQ\IS\, где к  -  коэф
фициент пропорциональности.

Учитывая, что S=bibi, если ct=90° и S\=b\b2lsm ct, в остальных случаях 
найдем

. I N s m a 0 , 2N s m 2 a  Sinctn 
X — к --------------T1 = к -------------------------------- 2-,

b\bj b^2
Отсюда следует, что между составляющими продольных сил трения 

скольжения при углах пересечения нитей, равных 90° и а, имеет место за
висимость T1=Tsin2 а.

Суммируя сказанное, можно сделать вывод, что величины предельных 
сил трения скольжения в случае, если угол между нитями семейств равен а, 
определяются по формулам:
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xH =  (*„<*, + к 12о 2 + и ,/7,)sin2a  + p,p,

= ^ 11Cti + AaCT1 + ^ p J s b 2 а  + у.2р.
Пусть теперь в препреге осуществлен прокол отверстия. Это означав 

что произошло взаимное смещение нитей семейств. При этом нити, распс 
ложенные до прокола на параллельных прямых, искривляются и занимаю 
вокруг прокалывающего стержня равновесное положение. Расположени 
крайних нитей показано на рис. 2 а.

Математика н информатика_________________________________________________

а б

Вырежем элемент препрега -  участок одного слоя ткани (рис. 2 б) тол 
щиной A0 и рассмотрим его равновесие. Такой подход правомочен, так ка 
при проколе отверстия препрег находится в состоянии плоского напряжен 
ного состояния. Теперь разобьем вырезанный элемент на два, в каждом и 
которых содержатся нити только одного семейства. Утраченные связи меж 
ду семействами заменим соответствующими силами трения скольжени 
(рис. 3).

Рассмотрим равновесие каждого семейства нитей 
этого запишем уравнения равновесия в проекциях на 
мальное направления. В результате получим:

в отдельности, 
касательное и

Дш
нор
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с/стДй?/?, + т^Д,^а,<Я?,5тос = 0, 
da  ̂ d R 1 -  a  ̂ d R i |rfat | -  a,^Ä, +  cos a  =  О,

d a 2hvdR2 -  Tlp2R2d a 2dR2 sin a  = О, 

d a 4 h0dRl + a ^ d R ^ d a ^ - x ^ R ^ a ^ R ,  + xn̂ R2d a 2dR2cosa = 0,

(3)

где a= a i-a2.
В соотношениях (3) при проектировании растягивающих усилий прира

щения углов наклона нитей dOL{ и da2 представлены абсолютными значе
ниями своих величин. Это связано с тем, что усилия должны быть всегда 
положительными. Для обеспечения неизменности их знака зафиксируем 
понятие положительного направления при обходе вдоль нитей.

Прокол отверстия стержнями с круговым сечением симметричен отно
сительно координатных осей (см. рис. 2). Поэтому в дальнейшем постанов
ка граничных условий может быть рассмотрена, например, в первой четвер
ти на линии EBCF. Определим положительное направление при обходе 
вдоль граничных нитей каждого семейства: А—>В—эС-эД -  для семейства 1; 
Е—>В—>С—»D -  для семейства 2. Остальные нити этих семейств имеют ана
логичные направления обхода. Таким образом, если, например, мы двига
емся вдоль нити семейства 1 в положительном направлении и при этом 
угол схi уменьшается (т. е. c/ai<0), то на этом участке нить вогнута (радиус 
кривизны имеет отрицательное значение). Заметим, что в случае, рассмот
ренном на рис. 2, 3, мы имеем: dRj>Q\ /?(Дсс,>0, ( = 1,2.

После несложных преобразований и с учетом того, что doti<0, а da2>0, 
получим:

Здесь и т"2 определяются равенствами (2).
Условия da t<0 и da2>0 справедливы для рассматриваемой зоны выреза. 

В других зонах знаки dd\ и da2 могут меняться. Всего существует четыре 
разных варианта. Однако, как легко убедиться, это не влияет на вывод 
дифференциальных уравнений (4) и (5).

К этим уравнениям (4) и (5) необходимо еще добавить условия, которые 
представляют собой заданные напряжения или перемещения на отдельных 
частях границы. Для задачи прокола отверстия все зависит от выбора тех
нологии прокола. Вариации этих технологий порождают разные варианты 
граничных условий. Однако несомненно одно: граничные условия для всех 
подобных задач можно рассматривать в силу симметрии в первой четверти 
плоскости Oxy вдоль линии EBCF.
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УДК 519.214

AT. ФЕДОСЕНКО

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СУММ НОРМИРОВАННЫХ 
ПЕРЕМЕШИВАЮЩИХСЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

There a question on a convergence of sum distribution mixing random variables with reguła 
«tails» is considered. It is shown that the limit sum distribution of equal distributed variables is stable.

Рассмотрим вопрос о сходимости распределений сумм нормированны: 
случайных величин, удовлетворяющих условию равномерно сильного пе 
ремешивания (р. с. п.) и имеющих функции распределения (ф. р.) с пра 
вильно меняющимися «хвостами», к безгранично делимому распределении 
из класса L [1, 2].

1. Предварительные сведения. Пусть {Хм}"_ , л = 1, » ,  -  система се
рий действительных случайных величин, определенных при каждом п н; 
одном и том же вероятностном пространстве. Существования математиче 
ских ожиданий величин Xm не предполагается.

' о, IxJ < H 1Положим X ..=
х „ , \ х „ \< н .  = = 
0, IxJ > H1 " *J>tf,

ат=М{Хт, \Хт\<Нф, Zins= X ns - а ю, Ztns = X ns, Z3ns = Z3m + Zms, где H -  посто 

янная, #>/7ц>0, H0 -  фиксированная постоянная, 5 = 1, п , А(л) -  медленш 
меняющаяся функция при л—»«> (см., например, [3, 4]). Обозначим | ш = Z3m 
при H=H0.

В [5] доказана
Теорема 1. Пусть [X aiYsmi -  система серий случайных величин, удовле

творяющих условию р. с. п. с коэффициентом Р(т)=о(т-3-*), е>0, и найдута 
постоянные числа Н\, H2, которые могут зависеть от Н, и п0 такие, чті

при п>п0 шах Р( L  > 0)< PEl_ таxM Q s El, т а х М | ^ 5 , | < й М
п 1 п ' 4 ' 1 п

где 0 < |s - r / |<  л|М рп, 0< |р - ^ |<  пиА р'2, 0< р <
2(7+ 2е) я

, !im g(H ) = 0.

Тогда, если
(  "с 2

I im lim ^ M  Z3nsIZx
i + Ü

= V (x )< « ,
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