
легированных атомами As. Р. Sb. В и Ga. а также для n-lnP и л-GaAs. При 
расчете по формуле (6) полагалось е,=12т что соответствует средней вели­
чине относительной диэлектрической проницаемости кристаллической ре­
шетки перечисленных кристаллических полупроводников [11].

Обычно считается, что формула 
KM Л Л применима лишь к точечным ди­
польным системам, т. е. к системам, со­
стоящим из абсолютно непер скрываю­
щихся изолированных атомов или ионов 
В обзоре [12] обосновано, что эта форму­
ла применима к весьма общего типа ди­
электрикам и полупроводникам, в том 
числе и с перекрывающимися электрон­
ными оболочками. При этом, однако, 
поляризуемости, входящие в формулу 
КМЛЛ. не выражаются через поляризу­
емость изолированных атомов (ионов), а 
должны вычисляться с учетом взаимо­
действия между ними.

В [13] показано, что. несмотря на раз­
личие в физическом смысле магнитной и 
электрической индукций и восприимчи­
востей. учет коллективных эффектов для 
системы магнитных "неполярных" дипо­

лей приводит к формуле КМЛЛ. связывающей магнитную восприимчи­
вость вещества с восприимчивостью отдельного диполя,

Автор выражает благодарность C A Вырко и А.И. Сягло за обсуждения 
и помощь в оформлении рукописи.
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Nc см ’

Зависимость критической концентра 
ции перехода изолятор-металл Nc от 
боровекого радиуса ан =  е ’/(8ш ге 01а ) 
изолированной водородоподобной при 

меси при К  0.Ü 1:
/ расчет N, с учетом тависнмости а от концепт 
рюгип примеси по формулам (2) и (3) при К 0,01, 
2 -  E j = Il/ Экспериментальные данные (см [321) а 

//-Si (Si:As. Si:P. Si Sb), Ь р Si:Bi с -  ff-Ge 
(fie: As. Ge:P, GeiSb); d р -GeiGa; е -  w-lnP; / п 

-(iaAs

УДК 539.3

М Д. МАРТЫНЕНКО. С.М. БОСЯКОВ

ПОВЕРХНОСТИ СИЛЬНОГО РАЗРЫВА В ТЕОРИИ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ КУБИЧЕСКИ АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Wave processes in thermoelastic cubic anisotropic medium with regard the finite velocity of 
heat's propagation are investigated from the points of view of theory of strong discontinuities.

Рассматриваются тела, термоупругие свойства которых характеризуются 
четырьмя материальными постоянными. Выражения для тензора напряже­
ний в этом случае имеют вид [1.2]:
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<*«-(*■11 *32 Vii +  *42 Ł  е кк ß^X
«■=1

Oy = 2X ««ff ~ p T , i *  j  =  1,3.
(1)

Здесь €jj = * (Э;И̂  +ЭуиДэ,- —  компоненты тензора деформаций. Хц, Х[2,
2 o.Xj

Х.44> ß -  материальные постоянные термоупругой среды.
Подставляя ( ! )  в уравнения движения [2j

L  V  Э 2и ,
L d J0 V+ X i = P - ^ - , (2)
1=1

ПОЛУЧИМ

(д + (Хи - X12 - Tk44 )df ) + X, =p^+ß8, r (3)
f=L Ot

Для того чтобы получить полную систему дифференциальных уравне­
ний термоупругости для кубически анизотропного тела в отсутствие эффек­
та связности полей смещения и температуры, присоединим к (3) обобщен­
ный закон теплопроводности [3]. В результате придем к такой системе

(д + (X11 -X 12 - 2Х44)д? Juj + (X12 + X4 4 + X1= p ^ L + ß d f ,
1=1 ot

дт- . - L i L + - 1
(41

а, dt ас- Э/2 ’
где T -  приращение температуры по сравнению с температурой естествен­
ного состояния. Otr -  коэффициент температуропроводности, с скорость 
распространения тепла, а  -  коэффициент теплопроводности. Отметим так­
же н то. что второе уравнение (4) записано для случая, когда отсутствуют 
внутренние источники тепла.

Предположим, что первые производные от компонент вектора смещения 
и = (и, ,W11M3) и приращения температуры T претерпевают сильные разрывы 
на гладкой поверхности ф (/,^,Jt2,Jt3J = O. В этом случае производные
ЙМц. дик дТ  дТ  
dXj '~ді 'д^ '~ ді

верхности ф вплоть до точек самой поверхности. Этот факт совместно с 
непрерывностью щ позволяет сформулировать такие кинематические усло­
вия совместности |4. 3):

рк ^ ~  Po^ l  = Mk ilT k = I J ,  (5)

- , і ,к = 1,3, фактически непрерывны с каждой из сторон по-

dt дхк
дТ дТ  . .  

Pk Л  ~ Po ^дг Эх*
(6)

Здесь введены такие обозначения р к = ^  , рп = —  , к = 1,3.
(к,. dt

Также при распространении поверхностей разрыва должны выполняться 
динамические условия совместности для термоупругих полей [4]:

Г  VrkPk - р Po = M 41, i = 1,3,
Jt=I Ot

(7)

-X ЪТ 1 дТ  „
L 1 Pk 2 P0 Z = M 44. 
*=1 дхк а с  dt

OC''W'-
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Соотношения (5)—(8) будем рассматривать как шестнадцать алгебраичес­
ких уравнений для шестнадцати производных первого порядка от Т. ии и2, 
Ui. Чтобы привести систему (5)-(8) к более простому виду, умножим урав-

Si/ ") T
нения (7). (8) на р 0 и получающиеся выражения р0 ~ ,р ит—  заменим

OXn
правыми частями следующих равенств

Эы: г)«. . . . , , *P0^ -  = P k ^ - - M kjfItIc = IX

s t  э г  , ,
”° ъ Г р' 1 Г М1-

В результате придем к системе четырех уравнений относительно
Sui ST
Іэ Г ’ІэГ

„  рп р, ( . Sui . , Sui Sul , )
" 7 =71 ""‘"а  12 ‘ *  эг 'J

т Эи, . Эи, Э«, , , 2 
Р ІЧ 7 + Р ^ і< ^ -  + -ТГ>+ Р'S,

ST_
Si

Si Si

L I I 2
Pn ------- 2 Po

Sul
"эГ

2 Эи, . , , ГГ— Pq -Tj- + ... ,1 & к Ф I = 1,3 ,Эг

■ РпМ 4

Частные производные первого порядка от компонент вектора смещения Ui и 
приращения температуры T могут иметь разрывы непрерывности на по­
верхности <р. которая определяется из условия неразрешимости системы (9). 
Это эквивалентно равенству нулю ее главного определителя:

det|/l| -  О,

где А -  матрица, составленная из коэффициентов при , i —1,3 и сис­

темы (9). Раскрывая определитель, получим

(< ' - 44 ( P f  + P l + Pl  i “  Р РО  ) J  +  ( Х ц  +  - X 44 Ірі + P i +  Pi t'-44 ( р Г  + P l + Pl ) '  PO f  +

+ (X11 + X12XXji “ -̂12 "^X44 )(х44 (p]' + Pi + Pi )_ PPoXpi Pz + PiPi + Pi Рз)+ (Ю)

+ (Хц -X t2 -2Х 44 Х(ХП +X44 +X1, )pipipi )^pf + Pi + P i- — рРй |=0-

Заметим, что уравнение ( 10) сильных разрывов поля смешений и темпера­
туры с точностью до множителя совпадает с уравнением характеристик для 
системы (4)

((S1 -  pZ,2)3 + (£ + оKs2 -  pZ,2)2 + £(е + 2o)(g 2 -  pZ,2)X
1 (И )

XiZlZ2xi + Z2x Zli +Z2x Zli)+E2(e+3o)Z2Z2 Z2 X r V - - Z , 2) = 0.

Здесь Z = Z U , хг,х2) -  характеристическая поверхность системы (4),

* 1 =Z ; + Zli + Z2i^ e = Xu - X 12-  2Х44, о = X12 + X44.

Разделив обе части (10) на (Pi + P i + р ]  У‘ - получим уравнение четвер­
той степени относительно квадратов скоростей распространения поверхно-

стеи сильных разрывов = —------ "------7 для определения скоростей ква-
Pl + Pi + Pi

зипродольной. квазипоперечных упругих и квазитепловой волн. Фиксируя 
произвольно на поверхности ф точку N с нормалью п к элементу по-
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верхности </ <pN. можно рассчитать скорости распространения указанных ти­
пов волн в направлении п Так. например, для характерных в кубических 
кристаллах осей симметрии четвертого и третьего порядка имеем соответ­
ственно [6]:

Р\ - P i  =1, (12)
1

Р\ ~ Pl ~ Pl -  Г-

Подставляя ( 12) в ( 10). получим:
VT

V1 = .

(13)

( 12)

В случае (13) для расчета скоростей продольной и поперечных волн при­
ходим к кубическому уравнению стандартного вида у3 + ру  + q  = 0, где

М 3 ~Р) + >Ч|Р 2 
У S1 V »Зр

1 2
Р = ~  Г 7 ^ 2 + ^ ) 2 

Зр'

4 =
\ 1 
КА 1

27 р3
((Xll-X 4J ^ f X ll ' ̂ i2 2Х44 )(х, i X1IXw -HXljXl2-VJ-I2^44 +

C корость тепловой волны V7- в кубически анизотропном теле в отсутст­
вие эффекта связности тепловых и деформационных полей оказывается 
равной г J a  независимо от выбранного внутри кристалла направления.
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Е.Б. СОНЕЦ

МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПОПРАВОК 
И ЯВНЫЕ МЕТОДЫ РУН ГЕ-КУТТЫ

A variant of the method of successive corrections in the case of an initial value problem for a 
system of ordinary differential equations is considered. Formulas for derivation of continuous ex 
plicit exponentially fitted Runge Kutta methods constructed on the basis of the presented technique
are given.

В работе [1] был предложен метод последовательных поправок (МПП) -  
способ построения одношаговых методов сколь угодно высокого порядка 
точности численного решения начальных задач для системы нелинейных 
дифференциальных уравнений

u\t)~f(tM0),  (I)

являющийся обобщением классического принципа последовательного 
повышения порядка точности результата (см., напр.. [2. с. 3 1]).

81

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm

