
( 12)—  = £ (І sin V f+ —T=-CosVrinf )^ + /(Of f^ L  (12)
dt t 2 Vf

не имеет ограниченных на [1,+°°) решений.
Покажем это. Уравнение (12) удовлетворяет условиям теоремы при до

статочно малой положительной постоянной ",
Рассмотрим уравнение

—  = e(-sinV f-t— T=-CosVflnOy. f ä l .  (13)
dt f 2Vf

Матрица Коши уравнения (13) имеет вид y(f,x)=exp{ EfsinV^ Inf

— sinVx~lux)}. Поэтому, полагая

О О = (п /2  + 2пк)2.тк = (2 Tik)2 : 1 < tk, VJfce N ;

2) tk = (2n k)2.z k - О п / 2  + 2тік)2 : l< f t < z k ,\ /ke  N, 

получаем, что || y(ft ,Tt ) |—>-к» при к -э -к» .
Следовательно, уравнение (13) не обладает обыкновенной дихотомией 

на [1.-К»).
Тогда ш  теоремы Коппеля [3. с. 13IJ следует, что существует функция 

/ е L1IL-Ka) такая, что уравнение (12) не имеет ограниченных на [I,+00) ре
шений. ибо в противном случае уравнение (13) обладало бы обыкновенной 
дихотомией на LL-K»).

1. Co n t i  R.  //Fmikcialaj Ekvaeioj. 1966. Vol. 9. № I. Р. 23.
2. C o p p e l  W . A.  Dichotomies in stability theory. New York, 1978.
3 C o p p e l  W.  A.  Stability and asymptotic behavior of differential equations. Boston. 

1965.
T  П р о х о р о в а  P.  A. .  H soCob H. A H Веста. Белорус, ун-та. Cep. I. 1989. № 2. С. 
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УДК 517.926

В. И. БУЛАТОВ

ОБ о б о б щ е н н о й  ф у н д а м е н т а л ь н о й  м а т р и ц е  
ЛИНЕЙНОЙ р е г у л я р н о й  с и с т е м ы

The criterion for existence of the solutions of linear, regular, homogeneous differential sys 
tems is proved. Analytic representation of these solutions is obtained with a use of generalized 
fundamental matrix of the systems as well.

Рассмотрим стационарную систему
A0JcU) - AMt ) ,  (I)

нс разрешенную относительно производной. Здесь х -  м-вектор: Atl и А -  
вещественные «хл-матрииы

Под решением системы (I). соответствующим начальному условию
.T(O)=X0, (2)

где Xo -  заданный «-вектор, будем подразумевать дифференцируемую «-век
тор-функцию х(Г), /е [0; +°°[. удовлетворяющую (1). (2).

Систему ( 1) считаем регулярной, если найдется такое число L0. что
det(V lo-A )*0. (3)
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Известно fl. с. 328—33 I f. что если регулярная система (1) имеет решение 
x(t). соответствующее начальному условию (2). то это решение единственно.

Целью данной работы является получение эффективно проверяемых ус
ловий су ществования решений регулярных систем (I). (2) и обоснование со
ответствующих аналитических представлений этих решений через конст
руктивно определяемую обобщенную фундаментальную матрицу рассмат
риваемых систем.

В дальнейшем нам понадобится следующая
Лемма. При выполнении условия (3) для f>0 определена функция

F (t)  = lim exp((Ą, -  еА Г1 A t) , (4)
к—++О

являющаяся квазиполиномом от / и удовлетворяющая системе
A0F(t) = AF(t), t> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теории fl, с. 320—3221 приведения регулярных 
пучков матриц к каноническому блочно-диагональному виду следует, что 
при выполнении (3) найдутся такие невырожденные лхп-матрицы P n Q ,
что

PA1iQ =  

PAQ =
(5)

H 0

о Ел_
'Em 0 '

0 S
где H  -  некоторая нильпотентная mxm-матрица. 5 -  соответствующая 
(п m)x(n- m)-матрииа. Е„..т и Em означают единичные матрицы порядков
(п-т) и т.

На основании (5) в силу (3) для всех достаточно малых е^О получаем

’(H s E mV 1 0

0 (E„_m-z S y lS
(A0 -E A T 1A = Q

Значит 111.

ехр((Д, -eA)~l At) = Q 

Очевидно, что

Q ' .

ехр((Н -гЕ „ )  '() 
О

О
ехр((Яп„т -e.V)“'.S7) Q-

Blim ехр((£я„т -  E.V) 1 St) = exp(Sf).
F.“>0

(6)

(7)

Далее из равенства (Н -е Е т) ' =
Н(Н-іЕту ' - E m следует, что

exp((H -E E m) iO = Д(/)ехр(— ),
£

где в силу нильпотентности матрицы И  имеем [ 1] ;

* (0= ехр (Я ( Я - ^ > " о »
е *=о We

Отсюда, упитывая, что при каждом фиксированном t элементами RK(t) яв
ляются рациональные функции от е и что при возрастании аргумента 
экспоненциальная функция растет быстрее любой рациональной, для f>0 
непосредственно получаем, что

Э Ikn exp((H -tE „ ,y 't)=  Iim К и )
е—»+0 е—MO ехр(-)

е

= 0. (8)
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3F (f)=  lim ехр((Д, — e.A) At) = Q
E-i+l) QT (9)

Из (6)—(8) для f>0 следует, что
‘ О О 
О exp(Sf)

Из (9). во-первых, получаем, что элементами FU) являются квазиползшомы 
от t. и. во-вторых, в силу (5) для OO имеем [1]

H  о

о
Y

Q Q
О О
О S exp(St)

Q'  = ^ 1
О о
О S exp<Sf)

Q 1 =

( Em 0 ' У/
0  0 \

P h

V
0  S /

Q
<

0  ехрСм)
Q 1

/

=AFtt).

Замечание. Аналогично показывается, что при выполнении (3) для КО 
определена функция

. Го О
(7(f) = lim exp((Ą, - еА) 1At) - Q

О ехр( St)
Q-

Ф(0 =

являющаяся тем же самым квазиполиномом от t. что и (9). и. значит, также 
удовлетворяющая системе

A0G(Z) = AG(Z), t<0.
Из HO-TXrMCHHbix результатов следует, что функция

[ F(Z), для t>  О 
[(7(f),для t < 0 ’

доопределенная в нуле по непрерывности равенством Ф(0)=^(+0)=С(—0), 
бу дет тоже являться квазиполиномом (9) от t, удовлетворяющим системе

А0Ф(г) = АФ(г), re/?. (10)
Нетрудно видеть, что для обыкновенной системы (1). т. е. у которой 

d etА п#0, во-первых, условие (3) выполнено, и. во-вторых, функция Ф(г) 
имеет вид

Ф{/) = ехр(А^'Аг),
т. е. в этом случае она совпадает с фундаментальной матрицей |2| рассмат
риваемой системы. Поэтому и в общем случае выполнения условия (3) целе
сообразно называть Ф(() обобщенной фундаментальной матрицей соответ
ствующей регулярной системы (I). Это согласовывается также со следую
щими свойствами введенной функции Ф(г) регулярной системы (!) . анало
гичными хорошо известными свойствами фундаментальной матрицы ли
нейных обыкновенных систем вида (1).

Теорема. Регулярная система (1) тогда и только тогда имеет решение 
x(t). соответствующее начальному условию (2). когда

' Ф(0)*о=А>, (П )
при этом

Xit)= Ф(фсь (12)
где Ф(Г) — обобщенная фундаментальная матрица рассматриваемой систе
мы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из [3] следует, что для того, чтобы регулярная сис
тема ( !)  имела решение xU). соответствующее начальному условию (2). не
обходимо и достаточно, чтобы

д0 =((A-X0A0)-1A0)" Уо.
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где ■ некоторый «-вектор. Поэтому в случае разрешимости регулярной 
системы (1). (2) в силу (5) имеем [L]

* 0 =  QdPAQ-X0PA0Q r1 PA0QT Q ~\  =

= Q
Vl

(Em- X 0H T i 0

о ( S - X 0E„_mr

H

о
о

= Q

Q~ly0 = 

Q~lyо-(Em- I 0H T nH n О

_ О ( S -X 0E ^ mT n _
Учитывая, что из нильпотентности матрицы H  следует Hn=O. оконча

тельно ПОЛУЧИМ
О О

О (S - X 0E„_my
Отсюда на основании (9) и определения обобщенной фундаментальной 

матрицы Ф(г) регулярной системы (I) имеем

•ч, = Q C 1-V0-

Ф(0).т0 = Г(+0)х0 = 

= Q

f Го 0 I A '0  0
Q I5I

. « kJO__
i Q-' Q 0 (S -X 0E„_mr Q-'Уо =

Q Vo = -V
о о
О (S-X0E„_mr

т. е. соотношение (N ) выполнено.
Далее при выполнении ( I I )  для функции (12). во-первых, справедливо 

равенство (2). и. во-вторых, из (10) следует (I). т. е. формула (12) дает тре
буемое представление решения регулярной системы (!). (2).

( 'действие. Общее решение х(1) регулярной системы ( I) имеет вид
4 0 =  Ф(02Сос.

где с -  соответствующий вектор произвольных постоянных, Ф(0 — обоб
щенная фундаментальная матрица рассматриваемой системы, a X0 -  фун
даментальная матрица решений линейной алгебраической однородной сис
темы относительно «-вектора X0

(Ф(0)-/у,)Х|г=0.
1 Г а н т м а х е р  Ф. Р .  Теория матриц. M.. 1988.
2 . Б о г д а н о в  К. ) . С. : Ма з а н и к  С. А. ,  С ы р о и д  К ) . Б . Курс дифференциальных 

уравнении, Мн„ І «96
3 B u l a t o v  V. I .  //ORAN AIXrHRIT:. 1988. Fascicule № I
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПО Л У О БРАТНОГ О МЕТОДА СЕН-ВЕНАНА
В ГЕО М ЕХАН И КЕ

I. Теоретические основы и анализ систем разрешающих уравнений

rITiere are described the theoretical bases of the solution of some classes of problems of ap 
plied georaechanics on the basis of iise of the halfconverse Sen Venari method main idea in the 
paper. Analysis of solution equations systems and influence of boundary conditions and accepted 
physical hypotheses on the final solutions is made.
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