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О РАЗЛИЧНЫХ КЛАССИФИКАЦИЯХ ТОЧЕК СПЕКТРА 
ОГРАНИЧЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА В БАНАХОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
The aim of this paper is to indicate how states of linear operators in Banach space may be 

used for some relations between various classifications of subsets of the spectrum.

В математической литературе встречаются различные классификации 
точек и подмножеств спектра. Это связано с потребностями в спектральной 
теории, привлекаемой к решению соответствующих задач. Все эти класси­
фикации либо в том или ином смысле отражают различные свойства опера­
тора. нс имеющего ограниченного обратного на всем пространстве, либо 
связаны с определенными свойствами устойчивости подмножеств спектра, 
например при некоторых возмущениях, аналитических отображениях и т д. 
Цель настоящей работы состоит в сравнении различных подходов к клас­
сификации точек спектра ограниченного линейного оператора в банаховом 
пространстве и описание их спектральных свойств.

Пусть всюду в работе X  -  комплексное банахово пространство и T -  ог­
раниченный линейный оператор Т\Х^Х, 'Te R(X). Нуль -  пространство опе­
ратора /'будем обозначать через N(T):={xeX:Tx 0} и область значений че­
рез R(T):={ Тх:хеХ ). Тогда множества о р(Т):=(Х еС :Т -Х 1  не инъективен. 
т е Л/(Г-АЛ*{0}}, Ос(Л:={Х,еС:T-Xl инъективен. R ( T - U )  = X . но R(T- 

-AJteeVJ, аДТ):={ДеC iT -X l инъективен. но /?{Т — X }  называются со­
ответственно точечный спектр, непрерывный спектр и остаточный  
спектр. Понятия непрерывного и остаточного спектров были впервые вве­
дены Н. Данфордом.

Разбиение спектра G(T) оператора T на подмножества Op(T), Or(T ), Or(T), 
согласно терминологии Н. Данфорда и Дж. Шварца, называют грубой  
структурой спектра [1. с. 620]. Другой, более детальный, подход в иссле­
довании подмножеств спектра применен А.Е. Тейлором и Ч.Дж. Халбергом 
[2]. используя понятия состояний оператора. Будем говорить, что оператор 
Г имеет обратный T . если из Tx=0 следует л 0. т. е. если T -  взаимно од­
нозначное отображение X  на R(T). Следуя работе [2], классифицируем раз­
личные возможности для R(T) и Т '  следующим образом

I: R(T)=X, II: R(T)^X. но R (T ) = X , III: R (T ) *  X ,
1: 3 T 1 и ограничен. 2: 3 T ' и не ограничен. 3: Т [ не существует.
( 'остоянигм операт ора T называется комбинация римских и арабских 

чисел этой классификации. Например, если T eI и T e i .  то это соответствует

32

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm


записи X'e I 4. a I3(I1)I=(XeC iy-XZeIj). Вообще говоря, для пары операторов
X). где T -  банаховым сопряженный a priori, возможно любое из 81 со­

стояния Однако из общих теорем следует, что. на самом деле, если про­
странство X  банахово, то число возможных состояний пар равно 9, а 
именно: (I,. I,). (I3, I I I1), (II2, II2), (1ЛЬ I3), (II3, III2), (III2, I I3), (Ш3, Ш3) и 
(I l2, III2), <1П2, III3). кроме того, если пространство X  -  рефлексивное, то 
это число уменьшается до 7 без последних двух [2—4].

Резольвентное множество p(D оператора X есть подмножество Ij(X):= 
= (X e C  Z--XZeI1). Спектр о(Г) содержит объединение шести спектральных 
подмножеств, описывающих тонкую структуру спектра, связанную с пер­
вичной классификацией точек спектра следующим образом: точечный 
спектр о/,(7')=І3(7')йІІз(У )йІІІ3(Г)=3(7). непрерывный спектр Gr(T)=H2(X), 
остаточный спектр OrO = I I I 1 (X)U lII2(T).

О пределение 1. Подмножество спектра G1X 7):=(Xe С: R (T -X l)  Ф X  }= 
=III(X) называется дефектным спектром  оператора Т.

В частности, для остаточного спектра выполняется равенство одТ)= 
=CJrf (7) \ Or(T) Следуя [5]. обозначим через Gf (T)=II2(X)UII3(T)U III2(X)U 
U lII3(X) спектральное подмножество, которое называется каркасом  спек­
тра. Известно, что спектральные подмножества I3(D  и IIK tD  являются от­
крытыми множествами [5] Кроме того. Of(T) -  непустое компактное под­
множество спектра G( T). содержащее границу спектра, т. е с) а( Х)са/ X) 
или г) a (7 )ę (X e C :X -X fe  1 и X-XTeI).

В классификацию точек спектра, предложенную П. Халмошем [6. с. 45], 
входят точечный спектр о р, дефектный спектр Oj (спектр сж ат ия) и ап­
проксимативно-точечный спектр Ojp(T) (предельный спектр).

О пределение 2. Множество G,lfl(X):={Xe С: существует последователь­
ность (х„) такая, что Ilx J = I и IimII(X-XT)X J  = O } называется аппрокси-

II M я —»оо" Il

машинно-точечным спектром  оператора X. Множество OaJ ,Х):={Xe CrX-XT 
- не сюръективен, т. е. R(T-XTutX) называется аппроксимативно-дефект­
ным спектром  оператора X [7],

Заметим, что X iO iip(T) тогда и только тогда, когда 3 Г>0 такая, что 
11(7'—'Х/)А'||>(’|х|| для всех хеХ . т, е. оператор Х-Х7 ограничен снизу, п о э то ­

му o J,,(D={XeC.Tf^||(X-X/)xj|:||x|| = l }= 0).

В терминах состояний оператора аппроксимативные спектры Oup(T) и 
OuJ  l )  можно записать в виде:

о.,ДХ)={Хе С: T-XH  1} и GllJT )= {X i С: X -X feI).
Лемма I . Для спектра оператора T справедливы равенства G(T)-Oiip( T ) J  

UGj(T) и G(T)=Gp(T)KjoilJT ) .  где пересечение множеств o ap(T )n o jT )  и 
G1XT1Jn a 111XD- вообще говоря, непусто.

Утверждение леммы можно непосредственно получить из представления 
этих спектров в виде спектральных подмножеств:

Grf(X)=IIKD, о р(Т)=3(Т), 
о<,Д7)=13(Х)и112(Х)и113(7)и Ш 2( D u III3(X),

OuJ  Т)=И2( X)u II3( Х )иШ , (X )u III2(X )u III3( D  •
Отметим, что из этих представлений непосредственно следуют равенст­

ва
о( T y=Gup(T y j g x T)=GJ T )  JG a JT ), ор( Т)=оар( Т)\{ G j D j g  А X)},
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oc(T)=oJD \ { ^ p(T)u o J ) }  и Vc(T ) = O U m o p( T ) U G m i
Лемма 2. Для аппроксимативных спектров оператора T и его банахово 

сопряженного Г  верны соотношения: Oap( T ) = O jf )  и Oap(T )= O jT ).
Теорема 1. Справедливы следующие равенства для спектра и включения 

для границы спектра оператора Т:
о ( T ) = o J T ) u o ad(T)=oap( T ) u o J T  )=oJ'T )u o J T ‘),

Э o(T )Q O ap(T )rioJT )= ojT )nO n r(T ')= G „A T )noJT ').
Кроме того, аппроксимативно-точечный спектр Oap(T) и аппроксиматив­

но-дефектный спектр о J T )  -  непустые замкнутые подмножества спектра 
O(T) такие, что

о р(Т )и ос(Т )и д  o(T)<zoap(T) и o c('T)uojCT)u<3 o ( T ) u o jT ) .
Замкнутость о J l )  следует из того, что если C \ oJT ).  то найдется 

C >0 такое, что ||(7'->.„/)х|| > Г  для всех х е Х  таких, что ||л| = 1 . Следователь­

но, если .L\]j = l и |Х — Х0\<СИ. то ||7х- bt||> ||7jt- X0x| - |а0 -к \ > С  / 7 .  так

что Xe X X oJT ). Из замкнутости о J l )  в силу соотношений двойственности 
(лемма 2) следует замкнутость аппроксимативного спектра. Непустота ап­
проксимативных спектров вытекает из включения д  <з(7)соаД 7 )0 0 ^ 7 ) .

Следствие 1. Если для граничной точки спектра Xe Э о (7 )  оператор T-XI 
инъективен. /V(X-XZ)=(O). то область значений R(T-Xf) не замкнута.

Банахово пространство B(X) является также банаховой алгеброй с тож­
дественным оператором I в качестве единицы, так как ||Л7’|| < ||Л|| ||/1| для 

.iI1ZeB(X) и ||/||= ! . Рассмотрим некоторые понятия для элементов банахо­
вой алгебры и покажем, как в терминах алгебраических свойств можно 
охарактеризовать состояния линейных ограниченных операторов и. следо­
вательно. соответствующие спектральные подмножества.

О пределение 3. Оператор T называется левым (правым) регулярным. ес­
ли найдется оператор А такой, что AT=I (TA=I). а оператор А называется ле­
вым (правым) обратным оператора Т. Множество всех левых (правых) ре­
гулярных элементов обозначается Ri (Rr). Оператор T называется левым  
(правым) делителем нуля, если найдется оператор A e  B(X), A J) .  такой, что 
TA=O (AT=O). Множество всех левых (правых) делителей нуля обозначается 
через Di (соответственно Dr). Оператор T называется левым (правым) топо­
логическим делителем нуля, если найдется последовательность операторов 
(А  )сВ(Х ) такая, что |И«11=1 и ТА„—>0 (A11U Q ),  т. е. IimjlT1A J  = O

W л  — 11
( Iim IIA. TlI = O ) Множество всех левых (правых) топологических делителей 

н\ля будем обозначать через Zi(Zr).
Лемма 3. Оператор T -  левый регулярный в B(X), TeRi, тогда и только 

тогда, когда N(T)=O и R(T) -  дополняемое подпространство в X. Оператор 
T -  правый регулярный в B(X), Te Rr, тогда и только тогда, когда R(T)=X и 
Ni I )  -  дополняемое подпространство в X.

Напомним, что подпространство X 1 банахова пространства X  называют 
дополняемым, если X 1 замкнуто и найдется замкнутое подпространство X1 
такое, что X  разлагается в прямую сумму Х=Х( © Х 2_ т. е. X=Xi-J-X1H X if X 1= 
={()}. Подпространство Xi банахова пространства X  дополняемо тогда и 
только тогда, когда существует оператор F e  B(X) такой, что T - P  и R(P)=Xu 
В условиях леммы 3 P=TA -  проектор на R(T). если T eR i. и P = I-A T -  проек­
тор на N(T). если T eR r.
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Заметим, что Zf,<z 1 и A1jC l. Действительно, если AT=L то х ATx и 
||.vj| < IAjj ||Г.т||. а если JA=L  то тогда для любого х е Х  имеем х=Т(Ах). т. е. 

K(T)=X. Так как ZeIiG^ZeZfnZfr, то резольвентное множество р(7) можно 
записать в следующем виде: р(Т)={Хе C iT-X Ie R irJir].

В частности, для ограниченных операторов в гильбертовом пространстве 
для множества регулярных элементов Ri=I и Zfj=I.

Лемма 4. Оператор T -  левый (правый) делитель нуля в B(X), TeDi(Dr), 
тогда и только тогда, когда T -  не взаимно однозначное отображение (об­
ласть значений R (J) не плотна в X). т. е. Di=3 (D1= III). Оператор T -  левый 
(правый) топологический делитель нуля в B(X), T eZ l(Zr), тогда и только то­
гда. когда T не ограничен снизу (не сюръективен), т. е для операторов, не 
принадлежащих классу Zt(Zr), которые обозначим через CZi(CZr), имеем: 
CZi=UCZr= Ih

Доказательство утверждений лемм 3 и 4 содержится в монографи­
ях [4, 9 1 Нетрудно видеть, что из этих лемм следуют включения для эле­
ментов банаховой алгебры B(X) следующего вида: D/cZ/cC’Zf/и DlC Z rCCR,, 

Теорема 2. Для спектра оператора T как элемента банаховой алгебры 
BiX) выполняется равенство: o(7')= {X eC :7-X leZ /uZ r]. А для точечного и 
дефектного спектров, а также их аппроксимативных аналогов справедливы 
равенства:

Gp(T )= {X eС: T-X IeD l), GÄT)={Xe С: T-X le Dr] ,  
a,ip(T )= {X eC : T-X IeZl] ,  c orf(7)={A.eC: T -X leZ r].

Заметим, что для состояний ограниченных линейных операторов в бана­
ховой алгебре B(X) справедливы равенства вида:

Ii=RinRl=C(ZiuZr), I2 -  невозможно. I i=DinCZr,
U J — невозможно. II2- ZinZfnC(Di1UDr), I I3-D n Z n C D r,

IU 1=D nCZ,, III2= D n Z n C D ,, III3= D n D r.
Отметим, в частности, что для состояний оператора 2 и II  справедливы 

также равенства: I=ZinCDi и H=ZrnCDn
Лемма 5. Для состояний ограниченных линейных операторов из В(Я), 

где H — гильбертово пространство, выполняются равенства: I3=DinRr и 
IIIi=D,n/f,. В частности, оператор ZeB(D ) -  левый (правый) регулярный 
тогда и только тогда, когда T не является левым (правым) топологическим 
делителем нуля в В(Я). т. е. Zf,=C Z pl и R1=CZ1=I.

Заметим, что для операторов, определенных на банаховом пространстве 
X. выполняется равенство D ,nR i={TeB(X ): Zg I I I i и D 1 может быть непре­
рывно продолжен на все X ]. Поэтому для операторов Т. определенных на 
гильбертовом пространстве Я . выполняется соотношение IIIi=DnZf/. Поль­
з у я с ь  диаграммой состояний Тейлора — Халберга [2J и свойством сопря­
женного от произведения ограниченных операторов (A T f= T A  . из преды­
дущего равенства находим, что I3=DzrxZfj,

Следствие 2. Пусть ZeB(ZZ). где Я  -  комплексное гильбертово про­
странство. Тогда для аппроксимативных спектров справедливы равенства: 

o.v( Т)={ Xe С: T-X le C'Zf,}, a Ijrf( 2 > {  Xe С: T-X le CRr] .
Заметим также, что множества Ri и Zfr открыты, а множества Z, и Zr 

замкнуты в банаховой алгебре B(X), кроме того, для точечного Gp(T). оста­
точного Gr(T) и непрерывного Gtr(Z) спектров оператора T выполняются ра­
венства:

а р(Т )= {Х еС : T-X IeD l] , G ,(T)={XeC: T -X IeD rSDl},
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<х(7'И Д еС : T -U eD fu D r, T -U a  Z u Z r).
Обозначим через А(7) семейство всех функций комплексной перемен­

ной. кусочно-аналитических на спектре о(7) оператора TeB(A) По поводу 
функционального исчисления Рисса -  Данфорда для ограниченных линей­
ных операторов на комплексном банаховом пространстве X1 Te B(A). уста­
навливаемого с помощью соответствия /<нД7), которое осуществляет алгеб­
раический изоморфизм между алгеброй A(T) и некоторой коммутативной 
алгеброй операторов, содержащихся в B(X), см.| 1. с. 608-610]. Н. Данфорд 
{3 ] доказал теорему об отображении спектра, т. е. равенство для спектра 
функции от ограниченного оператора J(T )1 где /еА(7). а именно, что 
а(Д7))=Да(7)). гдеДа(У)):={ДА>: A ec(T)).

При отображениях, осуществляемых аналитическими функциями класса 
А(7), сохраняются и более тонкие структурные свойства спектра оператора 
7 В функциональном исчислении Рисса -  Данфорда непересекающиеся 
части спектра Op(T), Oc(T) и Gr(T). вообще говоря, не отображаются в соот­
ветствующие части спектра оператора Д7). Однако такое отображение мо­
жет перевести некоторые подмножества спектра в такие же подмножества, 
если рассмотреть другое разбиение спектра, а именно на подмножества 
Op(T)1 оХ'Г), Oap(T) и o ad(T) (для первых трех спектров см. соответствующее 
утверждение в 110]).

Теорема 3. ПустьJ e A ( I ) .  Тогда справедливы включения:
f i o p(T ) )c c p(f(h ) ,floA T ))Q öA /{T )),f(oaP(T ))^ öap(f(T )),fi,cuj(T ))^ oaj(J('n). 

Если ) i e o r(f(T)) (соответственно Odj(T)), Oap(JlT)), о U J(T))) и JlX uyi ни на 
одной компоненте спектра о(7). то существует осео(7) такое, что Д а)=р и 
а е о Р(Т ) (соответственно Od(T)1 Oap(T)1 OaAT)), т. е. в этом случае верны об­
ратные включения.

Дополнительное условие на функцию J e A (  J )  из второй половины теоре­
мы 3 существенно. Например. HycTbAr=Zr, \<р<р°, и T\=SP -  оператор одно­
стороннего правого сдвига, т. е. Sp(xh х2, X31...)=  (0, xh Xl3 X3,...) . Тогда 
G;j( / )= 0 . однако для ДА)=0 имеем o p(flT ))= {Q }*0 .

С ледст вие 3. Если / -  рациональная функция с полюсами вне спектра 
O( T) или f e  A(T) и непостоянна ни на одной из компонент множества 0(7), 
то тогда справедливы равенства:

Д о Р (7) U or(J(T))1J(OAT) )=оАЛ 7 )), Д о ир( Т) )=оар (J(T))1 J i o aA T))=o,,j(J{ T)).
Рассмотрим некоторые свойства подмножеств спектра расширения огра­

ниченного линейного оператора Т. определенного на подпространстве D(T) 
банахова пространства X  (см. также [Ш]). Пусть T:D(T)~^X и T  :D( Г  )—>Х 
линейные операторы в X. Оператор T называется расш ирением  оператора 
Г. если D (I)a D (T  )и  Tx=Tx для хе D(T).

Теорема 4. Если ограниченный оператор T  -  расширение ограниченно­
го оператора Т, T a T  . то для их резольвентных множеств справедливо со­
отношение р( T  )ар(Т)ио,(Т). а для подмножеств спектра операторов 7 и T 
выполняются включения:

оР(Т)аоР( Т  ), ос(Т)аОг(Т )иоР(Т  ), а, (T  )ао,(Т),
о а Т  ) a o d{T), o ap(T )a o ap( T  ), OaA T )^ о аАТ).

Говорят, что замкнутые подпространства X h Х2а Х  приводят оператор T1 
если X=X\ © X2 (т. е. X=X1J-X2 и ArlPvT2=(O)) и Xh X2 инвариантны относи­
тельно Т. Тогда оператор T разлагается в прямую су мму Г=7’ІТ| ®  7 X2.
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Лемма 6. Дтя оператора 7' и его сужений T X 1 и 7 X 2 справедливы сле­

ду ющие утверждения в терминах состояний операторов:
T e l  <=> 7’ ІХ 1е І  и Г|Jf2S l ,  Те 1 »  г| Jf1S l  и Г  | Jf2S l ;

Te III <=> T | III и т\х2е  III, ГеЗ <=> г | х ,е З  и Т\Х2еЗ .
Лемма 7. Пусть замкнутые подпространства X, и X2 комплексного бана­

хова пространства X  приводят оператор Т. Предположим, что L, М, N при­
нимают значения из множества состояний {I, П, Ш}. а ос, ß, J -  из множест­
ва состояний (1 , 2, 3 }. Тогда если X принадлежит резольвентным или спек­
тральным подмножествам Xa( T i x l)I=J Xe С: (T-XI)\x{eL a] и
Л#р(7'| X2K=JXe С: (Tl-XZ)IXieAZpJ, то X принадлежит резольвентному или 
спектральному подмножеству Np/'):=[XeС: T-XIzNy]. где N:=max{L1M J и 
у:=шах{а, ß).

Утверждение частично следует из леммы 6 (см. также [5]).
Теорема 5. Пусть замкнутые подпространства X 1, Х2с Х  комплексного 

банахова пространствах приводят оператор Т. Тогда для спектра оператора 
I = P X 1 0  T X2 имеем а (Г )-о (7 ’ |Х|)иа(7'|Х2) и. кроме того, выполняются 

спектральные равенства:
Op(T)=Gp(Т Ix 1Ju a ,^  X2), оРТ)=оА'Т I X JugcKT | X2), 

aap(T)=aap(T\Xi)uoap(T X2), oaAT)=oad(T\XQuoaAT\Х2).
Заметим, что. пользуясь леммой 7. можно получить различные соотно­

шения для тонкой структуры спектра оператора T и его сужений на инвари­
антные подпространства.
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СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
НА ГРАНИЦЕ УГЛА

Some new singular integral equation is solved in quadratures.

Пусть n -  некоторое натуральное число. n>2, к -  одно из чисел О, 1........
м-1, Ek — cx p ilm k  / я) — комплексные корни п-й степени из единицы.

На плоскости комплексной переменной z введем обозначение Dy для 
угла, характеризующегося неравенствами О < arg z < 2 n /  n . Обозначим L  -  
контур, ограничивающий Dy и состоящий из лучей L5 = (ZIz= E tJci JcSO),
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