
чие показы вает, что в C каждая верш ина является источником  (т.е. все и н ­
цидентны е ей дуги  -  исходящ ие), либо стоком  (все инцидентны е ей дуги  -  
входящ ие).

П усть к >2. Без ограничения общ ности  м ож но считать, что верш ина V0 
является источником. Т огда  верш ины v b v3, v2*-i являются стокам и, а
верш ины  V1 и \>2к -  источниками. Э то нев озм ож н о, т.к. в C есть только одна

из дуг. V1T2i V2tV1 . С ледовательно, к= 1.

Итак. C =(v0, Vi, V2). Так как V0 не сравним а C v 1 и v2, то  сущ еств ую т вер­
ш ины w. и W2 такие, что Wi см еж н а с V0 и не см еж н а с v„ i= l ,  2. А налогично, 
сущ ествую т верш ины  Jt0 и х2, см еж ны е с V1 и такие, что Xi не см еж н а с Vi, 
ге {0 , 2 } . Н аконец, сущ ествую т верш ины у0 и у ь см еж ны е с V2 и такие, что у* 
не см еж н а Vi, /= 0 , 1.

Если w. =  w2, х0 =X2 и у0 =Уь то  получаем  запрещ енны й п орож денны й  
подграф  Gu что противоречит вы бору G.

П оэтом у м ож н о считать, что Wi ^ w 2 и верш ина W1 (соответств ен но W2) 
см еж н а с V2 (соответственно V1). Если верш ина х0 см еж н а с v2, то  м нож ество  
{V0, Vi, v2, W1, w2, X0} порож дает подграф  G2 -  противоречие. П оэтом у х0 не  
см еж н а с v t. А налогично, у0 не см еж на с Vb Т огда м нож ен ib O {v0, V1, v2, Wi, 
w2, x0, y0} порож дает подграф  G 3 -  противоречие. Т еорем а доказана.

И з доказанной  теорем ы  вытекает полином иальны й алгоритм р асп озн а­
вания расщ епляем ы х бипороговы х графов.
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И.В.МАТАТОВА, В.A.ПРОКАШЕВА

О ПО ГПЩЖНЫХ ОСОБЕННОСТЯХ НЕАВТОНОМНЫХ 
КУБИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНОГО B H jt A
The conditions of the uniqueness of movable singularities for a not autonomic cubic system of 

special variety have been obtained. The classes of functions expressing the solutions of corespond­
ing P-type systems have been established.

Изучению кубических систем двух дифференциальных уравнений на 
предмет однозначности подвижных особенностей посвящены работы [1-5]. 
В [4] получена теорема: «Если система х = P3 (z, х, у), у -  Q3 (z, х, у) (P3, Q3 
-  полиномы третьей степени по х, у с голоморфными по z коэффициентами) 
является системой P-типа, то: 1) либо она с помощью линейных преобразо­
ваний искомых функций приводится к виду, не содержащему кубов иско­
мых функций в обоих уравнениях. 2) либо приводится к одной из систем
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IX = a ll+ a 1x + a 2y + a 4xy+a,>,‘ + a (, y , ß

I У = ß „+ß 1x + ß2y + ß5.>'2;

I X =а it+axx +а2у + а3х2,

У = b () + b tx  +  b,v +  fax~ + bAxy +  b6x3,

когда упрощающие линейные преобразования не действуют». В работе [5] 
кратко изложена методика исследования подвижных особенностей систем 
(B1), (B2). Однако коэффициентные условия однозначности подвижных 
особых точек для указанных систем не получены. Целью настоящей статьи 
является нахождение условий принадлежности систем its, hl-ö-. ) множест­
ву Р. а также определение классов функций, через которые выражаются 
решения соответ^тующих систем Р-типа.

Рассмотрим более подробно систему (B1). При li.iz) ^  О из второго
уравнения имеем

_  2 
* ft

Исключая из (B1) переменную x=x(z), получим д. у. второго порядка

О)

у  = |a , + ß, + — -Ma4 + 2ßs»'l>' +(а<Д -d4ßs)J 
Pi

+  ( a ,ß , - oqßs - a 4ß-, +  ß5 ’ ’ ) v + ( a 2̂  - ajß 2 +  ß2 - a 4ß0
Hl

(2)

ßiß: )y + a,J3, -a ,ß „+ ß „ - ßoßi
Pi Pi

Вводя новые обозначения коэффициентов

= a ,  + . л  = or + п. + - ......т =  Oiĉ 1 -  а Д  + ß0 - '  ' ). Д- У- (2) бо-
Pi "i

лее кратко запишется так

у  = [A(z)y +  B(z)]y +  C(z)y3 + D(z)y2 + E(z)y + F(z).  (2Л)

Если уравнение (2.1) свободно от многозначных подвижных особых то­
чек. то необходимо, чтобы коэффициенты A(z) и C(z) удовлетворяли одно­
му из следующих условий:

I) A=C=O; 2) A= -2, C=O; 3) A= -3, C= -1; 4) A= - I ,  С=1; 5) A=O, С=2 [6].

гьчее рассматривается каж ^ 'й  из этих случаев отдельно [6], что позво­
ляет получить условия однозначности подвижных особенностей для x —x(,z)- 
Д. у. (2.1) охватывает первые десять уравнений из списка Пенлеве -  Гамбье 
[6]. Среди них имеются уравнения, решения которых выражаются через 
элементарные и эллиптические функции, а также первое и второе уравне­
ния Пенлеве. Так как компонента y=y(z) рациональным образом зависит от 
X, х  (это следует из формулы (3)), то условия однозначности подвижных 
особенностей для функции x=x{z) обеспечивают это свойство и для функ­
ции y=y(z).
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Пусть Д  ( z )  -  0. При этом условии (B1) превращается в вырожденную 
систему

J x  =  а 0 + Cl1X +а 2у + а Ах у + а ^ у 2 + a qy \  ,к ,

1 J'-ßo+ßjT+ßsA
Второе уравнение этой системы является уравнением Риккати. C помо­

щью линейного преобразования искомой функции его можно привести к
виду V = —у 2 + b(z)  (обозначение зависимой переменной оставили преж­
ним), где функция b(z) определенным образом выражается через ß0, ß 2, ß 5. 
Известно [7], что для решений д. у. Риккати точка Z0 G D  (D -  область го­
ломорфности коэффициентов) может быть: 1) либо точкой голоморфности, 
2) либо полюсом первого порядка. Соответствующие разложения в ряды

функции y=y(z) таковы:

1)>' = А„ + Л,(г-г 0) + ...,|z-*o|<Ą» (5)

= — — + c . (z -z „ )  + - . 0 <  Z-Zn < Я .  (6)
Z “  Z{)

причем коэффициенты о-., с, выражаются через ß0, ß2, ß5. Подставляя ряд 

(5) в первое уравнение системы (B1), получим линейное уравнение первого 
порядка X = A0(z, Zn) + AAz.  z„)x с голоморфными в окрестности Z0 ко­
эффициентами. По теореме Коши [7], x=x(z) -  голоморфная функция в ок­
рестности Z0- Подставим теперь в первое уравнение системы (B1) вместо у 
ряд Лорана [6]. Обозначим через а 0, - - а ,  коэффициенты первого уравнения 
системы (S1) после линейной замены функции y=y(z). Разлагая их в сте­
пенные ряды в окрестности Z0, после упрощений будем иметь линейное

C l I 7  )
д. у. вида x'=B0(z,Zo)+Bi(z,Zo)x, причем B0= — + a, (z., ) + а,(7п) +

£ *о
ч д Otg(Z0) , a s (Z0) + a ,  (Zo) , _ полюс-  полюс первого порядка). Bx = --------- - H-------------- “------- г - A Z - Z o -  полюс
' (Z-Z0Y (Z-Z0)

третьего порядка). Используя формулу для общего решения линейного д. у. 
первого порядка, получим следующее утверждение.

Теорема 1. Для того чтобы решения вырожденной системы (S1) имели в 
области голоморфности коэффициентов полярные подвижные особенности, 
необходимо, чтобы

= п, где п -  целое число.

Замечание I (к теореме 1). Вырожденная система (S1) в точке голоморф­
ности коэффициентов может иметь или полярную подвижную особенность,

или логарифмическую (условие =п,п & Z , предполагается выпол­

ненным).
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Замечание 2. По поводу системы (B2) заметим следующее. Если в сис­
теме (B1) заменить х на у (a v на дг) и ввести новые обозначения, то полу­
чится система (ß2) Поэтому отдельно ее рассматривать нет необходимо­
сти. Это касается и вырожденной системы (B2 \  которая получается из (B2) 
при а, (z) S 0.

Таким образом, все изложенное выше позволяет сформулировать сле­
дующий результат.

Теорема 2. Если невырожденные системы д. у. (B1) и (B2) являются 
системами ß -типа, то их решения выражаются: 1) либо через элементарные 
ф\ нкции. 2) либо через эллиптические функции, 3) либо через функции-ре­
шения линейных д. у., 4) либо через функции-решения первого или второго 
уравнений Пенлеве.
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О ПОДВИЖНЫХ ОСОБЕННОСТЯХ СИСТЕМЫ ДВУХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ C РАЦИОНАЛЬНЫМИ  

ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА
The necessary and sufficient conditions for the uniqueness of the movable singularities at the 

solutions of nondegenerate system are under consideration. Construction algorithm of these condi­
tions is found by Painleve’s method.

В работах [1-4] исследованы системы двух дифференциальных уравне­
ний. решения которых не имеют перемещающихся критических точек. 
Проблема однозначности подвижных особенностей для системы вида 

_ Р ( х ,  у )  R(x, у )
Q( X у у  у ~ Q fx  у J ’ где р< Ö. R -  однородные полиномы по у ,

изучена в [1]. Аналогичная задача решена в „,атье [2] для системы двух 
уравнений с рациональными правыми частями специального вида при на­
личии условий Гамильтона. В [3] найдены необходимые и достаточные ус­
ловия. при выполнении которых решения системы “перекрестного” вида не 
содержат подвижных многозначных особенностей, а также установлены 
классы функций, через которые выражаются решения соответствующих 
систем. Неавтономные системы уравнений с дробно-линейными правыми 
частями рассмотрены в [4].
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