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БИПОРОГОВЫЕ ГРАФЫ
A graph G is called bithreshold if there exist threshold graphs Ti = T, (V, E), i = I, 2, such that 

E = Ei U E2 and every clique of G is a clique of either Ti or T2.
We obtain a characterization of split bithreshold graphs in terms of forbidden induced sub­

graphs.

Мы придерживаемся стандартной терминологии книги [1]. Граф G с 
множеством вершин VG = {vb V2, v„} называется пороговым, если суще­
ствуют вещественные числа wb w2, w„ и t такие, что множество всех (О, 
1)-рещений неравенства W1Jc1, W2Jc2, ..., w„Jtn< t совпадает с множеством ха­
рактеристических векторов независимых множеств графа G.

Теорема 1 (Хватал и Хаммер [2]). Граф является пороговым тогда и 
только тогда, когда он не содержит порожденных подграфов 2K 2, P a и  C a.

Пороговая размерность t(G) графа G есть минимальное число (остов- 
ных) пороговых подграфов графа G, объединение которых есть G. Яннака- 
кис [6] доказал, что проблема распознавания "/(G) < к" является /VP-полной 
при любом к > 3. Граф G называется 2-пороговым, если /(G) < 2. Сложность 
проблемы распознавания 2-пороговых графов неизвестна (см., например, 
[3, С.233]).

Теорема 2 (Хаммер, Махадев и Пелед [5]). Класс всех 2-пороговых гра­
фов не имеет конечной характеризации в терминах запрещенных порож­
денных подграфов.

В связи с исследованием 2-пороговых графов в работе [4] введено сле­
дующее определение. Граф называется бипороговым, если существуют по­
роговые графы Ti = Ti (V, Е), i = 1,2 такие, что E = E v U E2 и каждая клика 
графа G является кликой в T1 и T2. (Кликой графа называется любое множе­
ство верщин, порождающее полный граф.)

Граф G называется расщепляемым, если существует разбиение VG=ATJS 
на клику К (полная доля) и независимое множество S (пустая доля). Каж­
дый пороговый граф является расщепляемым. Поэтому структуру произ­
вольного графа G с t(G)=2 можно представить следующим образом. Пусть 
T1 и T2 -  два пороговых графа и TG=TT1UTT2, причем VG=VT1UVT2. Разо­
бьем VT1 на полную долю IC и пустую долю S', I=  1,2.

Обозначим (рис. 1)
А = Arl П К2, B = K1H S 1, C = S i H K 1 и D = S i H S 2.

B=K' n S2 Ясно, что множества А, В и C являются 
кликами, a D -  независимым множеством. 
Ребра между Л и В, а также между А и C 
порождают полные двупольные графы 
Подграфы, порожденные множествами 
BUD и CUD, являются пороговыми. Под­
граф, порожденный множеством BUC, яв­
ляется дополнительным к двудольному. Та­
кие бипороговые графы охарактеризованы в 
работе [5], где поставлена задача характе­
ризации структурных частей бипорогового 
графа. Наконец, подграф, порожденный 
множеством BUC, является расщепленным.
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Авторы упомянутой работы отмечают, что никакая структурная харак­
теризация бипороговых графов не известна.

Из приведенного w роения 2-пороговых графов ясно, что открытой оста­
ется в первую очередь проблема характеризации расщепляемых бипорого­
вых графов. Здесь мы дадим такую характеризацию.

Теорема 3. Расщепляемый граф является бипороговым тогда и только 
тогда, когда он не содержит порожденных подграфов G1, G2, G3, показан­
ных на рис. 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
Необходимость вытекает 
из того, что каждый из 
графов Gi, G2, и G3 не яв­
ляется бипороговым.

Достаточность. 
Пусть G -  расщепляемый 
граф с полной долей К  и 
пустой долей S. Предпо­
ложим, что G не содер­
жит порожденных под­
графов G1, G2, и G3.

вершины и, у € Ь назовем сравнимыми, если N(u) cz Л'(v) или N(v) cz N(и). 
Для графа G построим граф несравнимости C(G) с множеством вершин S. в 
котором две различные вершины смежны тогда и только тогда, когда они 
не являются сравнимыми в G.

Пусть граф C(G) является двудольным, и A 1UA2 — произвольное разбие­
ние на доли. Покажем, что граф T1 = G(KVA1) является пороговым. Предпо­
ложим, что Ti содержит четыре попарно различные вершины и, v, w, х  та­
кие. что и смежна с v, w смежна с x, v не смежна с w и и не смежна с х. Так 
как А, — независимое множество, то {и, v) <х А,. Без ограничения общности 
будем считать, что us К. Тогда XsAi, w sK  и vs A1 Следовательно, и смежна 
с w и X не смежна с v. Ясно, что вершины v и х  не сравнимы и поэтому 
смежны в C(G). Получаем противоречие с тем, что v и х  принадлежат одной 
доле двухдольного графа C(G). По теореме, граф T1 является пороговым. 
Ясно, что EG=ET1VET2VL каждая клика графа G является кликой в T1 или T2.

Пусть теперь граф C(G) не является двудольным. Тогда G содержит по­
рожденный нечетный простой цикл C=(vo, V1, . . . ,V 2*), к > 1. Покажем, что 
£=Т. Каждое ребро ху графа C(G) соответствует двум сравнимым верши­

нам X,  у  S  S .  Если N(x) cz N(y), то выберем ориентацию ху ребра ху. В слу­
чае N (х) =N (у) заменим ребро ху на две дуги ху и у х .

В орграфе C , полученном из C указанной ориентации дуг, не сущест­

Рис. 2. Запрещенные порожденные подграфы для 
расщепляемых бипороговых графов

вует пары дуг вида v.v, и v .v.. Действительно, при i=k имеем N(Vi)=N(Vj).
Так как вершина у/ не сравнима с вершинами V̂ 1 (индексы вычисляются по 
mod(2A-+1)), то V1 также не сравнима с этими вершинами. Поскольку цикл C 
является порожденным, то C =  4 — противоречие.

Пусть i Ф к. Тогда найдутся соседние (по циклу С) вершины V/ и v1+1 та­
кие. что C  содержит дуги Vl Vj  и V..V,., . Тогда 7V(v;) с  N(Vj) с  N(vl+l) -  проти­
воречие с тем, что вершины V/ и v1+1 не сравнимы. Полученное противоре­
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чие показы вает, что в C каждая верш ина является источником  (т.е. все и н ­
цидентны е ей дуги  -  исходящ ие), либо стоком  (все инцидентны е ей дуги  -  
входящ ие).

П усть к >2. Без ограничения общ ности  м ож но считать, что верш ина V0 
является источником. Т огда  верш ины v b v3, v2*-i являются стокам и, а
верш ины  V1 и \>2к -  источниками. Э то нев озм ож н о, т.к. в C есть только одна

из дуг. V1T2i V2tV1 . С ледовательно, к= 1.

Итак. C =(v0, Vi, V2). Так как V0 не сравним а C v 1 и v2, то  сущ еств ую т вер­
ш ины w. и W2 такие, что Wi см еж н а с V0 и не см еж н а с v„ i= l ,  2. А налогично, 
сущ ествую т верш ины  Jt0 и х2, см еж ны е с V1 и такие, что Xi не см еж н а с Vi, 
ге {0 , 2 } . Н аконец, сущ ествую т верш ины у0 и у ь см еж ны е с V2 и такие, что у* 
не см еж н а Vi, /= 0 , 1.

Если w. =  w2, х0 =X2 и у0 =Уь то  получаем  запрещ енны й п орож денны й  
подграф  Gu что противоречит вы бору G.

П оэтом у м ож н о считать, что Wi ^ w 2 и верш ина W1 (соответств ен но W2) 
см еж н а с V2 (соответственно V1). Если верш ина х0 см еж н а с v2, то  м нож ество  
{V0, Vi, v2, W1, w2, X0} порож дает подграф  G2 -  противоречие. П оэтом у х0 не  
см еж н а с v t. А налогично, у0 не см еж на с Vb Т огда м нож ен ib O {v0, V1, v2, Wi, 
w2, x0, y0} порож дает подграф  G 3 -  противоречие. Т еорем а доказана.

И з доказанной  теорем ы  вытекает полином иальны й алгоритм р асп озн а­
вания расщ епляем ы х бипороговы х графов.
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И.В.МАТАТОВА, В.A.ПРОКАШЕВА

О ПО ГПЩЖНЫХ ОСОБЕННОСТЯХ НЕАВТОНОМНЫХ 
КУБИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНОГО B H jt A
The conditions of the uniqueness of movable singularities for a not autonomic cubic system of 

special variety have been obtained. The classes of functions expressing the solutions of corespond­
ing P-type systems have been established.

Изучению кубических систем двух дифференциальных уравнений на 
предмет однозначности подвижных особенностей посвящены работы [1-5]. 
В [4] получена теорема: «Если система х = P3 (z, х, у), у -  Q3 (z, х, у) (P3, Q3 
-  полиномы третьей степени по х, у с голоморфными по z коэффициентами) 
является системой P-типа, то: 1) либо она с помощью линейных преобразо­
ваний искомых функций приводится к виду, не содержащему кубов иско­
мых функций в обоих уравнениях. 2) либо приводится к одной из систем
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