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УДК 517.5

В. Н. РУСАК С. А. ЛУГОВСКНЙ

РАЦИОНАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

The following main result is proved: rational interpolating operators with one or two m-mul- 
tiple poles are approximated individual analytic functions essentially better than best polynomial 
approximations.

Пусть f  (z) аналитична в круге Izkl и непрерывна в замыкании IzKl. Оп­
ределим норму, полагая

||/|| = sup|/(z)|,

и наилучшее полиномиальное приближение £ „ ( /)=  inf / ( z ) — p„(z)||. Из
^ P я

исследований С. Н. Бернштейна [1] вытекает, что скорость приближения 
аналитических функций алгебраическими полиномами порядка п зависит в 
первую очередь от особых точек функции, расположенных на наименьшей 
окружности lzl=p (>1). В данной работе рассматривается рациональный ин­
терполяционный оператор гпт (z, / )  с двумя или тремя геометрически раз­
личными узлами для аналитических функций

/(z)=/i(z)+/2(z), (1)
L®- fi(z) имеет особые точки логарифмического типа на окружности IzI=ItrI1 
lal>l, a fiiz) аналитична в области IzKIaL и устанавливается, что уклонение

||/(г)-гял, ( г , / |
существенно зависит лишь от компоненты /i(z).

Пусть %(z) есть произведение Бляшке с (л-т)-кратным нулем в точке z=0 
и m-кратным нулем в точке z=l/a, т. е.

X U i= .,' > - *z - a
Введем интерполяционный оператор, полагая

2го'щ-1 fc-zfecfe)
Известно (см. [2] и [3]), что операторы r„.m(z ,f )  интерполируют функцию 

/(z )  в точках z=0 и z=l/a с соответствующей кратностью.
Теорема 1. При фиксированном т и п—><х: выполнено соотношение

f ( z ) - r„ J z , f ] = o  L eM

где fi(z)  = In

ме (1).

I - -
a

или
/  \о

/ i(z )= , CteRXZ1 1а1>1. и /  (z) задано в фор-
a /
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В случае нечетных аналитических функций целесообразно рассматри­
вать интерполяционные операторы r^+i^iz, Д  которые определяются так­
же равенством (2), где произведение Бляшке подбирается в соответствии с 
точками ветвления.

Теорема 2. Если /j(z )=  arcsin—; arctg—, то при фиксированном гп и
а а

п—><х выполнены соотношения

|/ ( z ) - W 2 * ( Z '/ ) | |  =

i
О

О

' Дя + 1

J 2n+1

. Z arcsin —
а

arctg—
а

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Пусть для определенности

Z1(Z) = In 

что берется

1- - и а есть действительное число, а> 1. Во-первых, заметим.

In 1 - - 1 Гг Y
*=i к а

и наилучшее полиномиальное приближение этой функции имеет точный 
порядок

1 >
E M  = O

па
(3)

Для уклонения /  (г) от интерполяционного оператора (2) с учетом соот­
ношения (1) и интегральной формулы Коши найдем, что в Izl^l

1 • „Л-Ч
f h ) - r njn{ z j ) =  \  / ( £ ) -R V2я/ :t]Lp Й - г М )

_ 1_
2л | < р < 0 - <«>
Поскольку подынтегральная функция

InQ-S /a) (Ц -аГ
ą - z  ( ą a - i f ą ™ 1

имеет нуль кратности гп в точке с=а и нуль кратности п—т+2 в точке 
то контур интегрирования в /, можно деформировать в дважды пробегае­
мый луч [а, ос;). В итоге после некоторых вычислений будем иметь

ZX (z)

<]
dx

* f -
dx

a U - z k x U )  

{ x - a f
/H-L

, Z r 1
{ x - a f

X- Z { x a - \ f x n~
dx<

{ x - \ \ a - \ j  x f l X
dx<-

(а-іГ'(а + іУ я+2

ml = O I
annm+l(a" — l)"(a -  I)an~2m (n —m + l){n — m+  2)...(n + 1)

Что касается интеграла /2, то контур интегрирования в нем можно де­
формировать в окружность l^l=a[>a, и на этой окружности | / 2(̂ )| < M. Соот­
ветственно получим
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N =
zx(z)
2 ni л  ft) (І-аТ

; - ; Х ^ - і Г Ч "

M I fl[ + a

i-m + l Ą

I

< м_ .

= O
I

a, « « , - i  U - I r iy <6)
Поскольку равенство (3) дает точный порядок для En(Jx). то из соотно­

шений (4) -  (6) вытекает, что

Теорема доказана.

Замечание 1. Если / , ( z ) =

[ 1 1+ 0 1
= O 1

= O
( \ , v\

п m +1 п т En \f\ )а п I a ' J а п J П J

1- — « (a - l) . R I *?■ + Г ZxI
1 1 Lк=\ Jfc! k a J

, то ин-

реза вдоль луча [а, ос).

Замечание 2. Тейлоровское разложение функции arcsin— имеет вид:

WCSIfi — — — т  2^'
(2Лг — 1)!! ( г \ 2* + |

а а Ь (2к )\\{2 к  +  \) 
cooTBeTŁ-мзенно при доказательстве теоремы 2 для этой функции произве­
дение Бляшке берется в форме

x ( z ) = z 2- 2' Z z V - I
Z2- A 2 .N > 1 .

той
Рассмотрим теперь линейные комбинации с доминирующей компонен-

V

r( z ) = E g ( z / a t ), 1 < а х < а 2 < . . .< a v,
к=1 (7)

где в качестве g(z) берется одна из функций
ln(l-z), ( l - z )“ , arcsin z, arctgz, arccos z, arcctg z-

Непосредственным следствием из теорем 1 и 2 является следующее ут­
верждение

Теорема 3. Если/ (z) есть линейная комбинация вида (7), то 

=  и  - \ r H A s \ z / a ,  I l

J

О

О

где g (z)= ln ( l- z ) ;  ( l - z )“ ;

2̂я+1

!̂я+1

arcsin •
а

arctg—

Замечание 3. Приведенные теоремы показывают, что за счет одного или 
двух полюсов кратности m достигается такой эффект, что рациональная ап­
проксимация примерно в m раз меньше наилучшей полиномиальной ап­
проксимации для индивидуальных аналитических функций.

' Б е р н ш т е й н  С.  Н.  Собр. соч. : В 4 т .  M.. 1952. Т.1. С. 136.
Р у с а к  В . H . Рациональные функции как аппарат приближения. Мн., 1979.
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3 С м и р н о в  В.  И. .  Л е б е д е в  Н.  А.  Конструктивная теория функций комплексно­
го переменного. M.; Л., 1964.
Поступила в редакцию 25. 01. 99.

УДК 621.321.1:519.1

Н.И ЛИСТОПАД. A T . КОПАЧЕВ

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ISABEL-ПРИЛОЖЕНИЯ
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ВИДЕОКОНФЕРЕНЦИЙ

Describes the methods of creating distributed videoconferences in heterogeneous environments 
by using ISABEL application.

The determination of Quality of Services is introduced. Approaches providing interactive col­
laboration of the participants connected via communication channels with different Quality of 
Services are described. One of these approaches consists of the description of ISABEL network 
module called Flow Server. Some practical examples of using Flow Server during global videocon­
ferences are given.

The scheme of organizing global videoconferences is given. This scheme allows corporate edu­
cational networks (like UNIBEL) to participate in distributed events.

Создание услуг интерактивного взаимодействия в режиме реального 
времени, включающих аудио-видео конференции, требует достижения за­
данного уровня качества услуг.*

Авторами проведен анализ использования приложения ISABEL для ор­
ганизации и проведения распределенных глобальных видеоконференций. 
Уточнены используемые термины и определения. Введено новое понятие -  
сервер потоков. Описана практическая схема организации глобальных ви­
деоконференций с использованием различных сетей передачи данных с со­
вершенно разным уровнем качества услуг. Впервые продемонстрирована 
возможность участия в распределенных событиях корпоративных образова­
тельных сетей (на примере сети UNIBEL). Представлены результаты ло­
кальной конференции «Education in information society» (EIS) с участием ве­
дущих стран мира и сети UNIBEL, проходившей в ноябре 1998 г. в Минске 
в Вычислительно-аналитическом центре (ВАЦ) Министерства образования 
Республики Беларусь. Конференция транслировалась в Вену с использова­
нием технологии ISDN со скоростью 384 Кб/с. Deutsche Telekom обеспе­
чивал сетевое соединение для ВАЦ. Аудитория, в которой проходила ло­
кальная конференция в Минске, была подключена к маршрутизатору 
(CISCO 3640) с использованием существующей оптоволоконной инфра­
структуры сети UNIBEL. Такая распределенная сетевая инфраструктура 
позволяла устанавливать соединение практически из любой точки сети без 
потери скорости и качества взаимодействия.

1. Организация интерактивного взаимодействия 
с приложением ISABEL

Под интерактивным взаимодействием следует понимать взаимодействие 
групп людей, находящихся в аудиториях, офисах и использующих рабочие 
станции с активным приложением. ISABEL[1]-3to масштабируемое при­
ложение. которое было разработано для создания услуг интерактивного 
взаимодействия в режиме реального времени и используется для проведе­
ния семинаров, презентаций, видеоконференций.

* Под качеством услуг понимается набор количественных и качественных характеристик 
некоторой распределенной мультимедийной системы, который обеспечивает достижение 
требуемой функциональности выполняемого приложения. Существует множество сетевых 
технологий с различными уровнями качества услуг.
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