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МУЛЬТИСОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ МОДЕЛЕЙ 
СЕМЕЙСТВА СКИРМА 

А. В. Самойленко 

Как известно, в теории поля многие классические нелинейные модели 
имеют солитонные решения, которые последние несколько десятилетий 
активно изучаются в контексте различных физических приложений. 
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Планарная модель Скирма вызывает достаточно большой интерес, 
так как эта простая теория находит множество физических применений. 
Действительно, она впервые была разработана как модификация моде-
лей Гейзенбергского типа взаимодействующих спинов. Некоторые мо-
дификации планарной модели Скирма с членом взаимодействия Дзяло-
шинского—Мория были предложены для моделирования центрально 
несимметричных ферромагнитных планарных структур. Эти солитонные 
состояния предполагается использовать в технологиях хранения данных 
и в быстроразвивающейся, в настоящее время, спинтронике. 

Планарные скирмионы возникают как коллективные степени свободы 
при описании топологического квантового эффекта Холла. В этом слу-
чае скирмионо-подобные состояния спарены с потоками магнитного по-
ля и имеют электрический заряд. Следовательно, чтобы изучить тополо-
гические свойства планарных квантовых систем необходимо рассмот-
реть обобщение низко-размерной модели Скирма, включающее в себя 
калибровочные электрическое и магнитное поля. 

Исходя из этого были исследованы мультисолитонные решения мо-
дели Максвелла-Черна-Саймонса-Скирма в (2+1) измерениях без допол-
нительных ограничений на их симметрию с лагранжианом: 

ܮ ൌ െ ଵ
ସ

ఓఔܨఓఔܨ  
ସ

ఘܣఓఔܨఓఔఘߝ  ଵ
ଶ

ఓ߶ሬԦܦ ڄ ఓ߶ሬԦܦ െ ଵ
ସ

൫ܦఓ߶ሬԦ ൈ ఔ߶ሬԦ൯ܦ
ଶ

െ ܸ൫߶ሬԦ൯, (1) 

Так как данной модели выбор потенциала критичен и его форма 
сильно влияет на структуру решения планарных скирмионов, было рас-
смотрено два вида потенциала: слабо связывающий потенциал [1] 
ܸ ൌ ሺ1ߣଶሾߤ െ ߶ଷሻ  ሺ1 െ ሻሺ1ߣ െ ߶ଷሻସሿ и сильно связывающий потенциал 
с двойным вакуумом ("easy-axis" potential) ܸ ൌ ଶሺ1ߤ െ ߶ଷ

ଶሻ. Такой выбор 
потенциалов аргументирован тем, что при отсутствии калибровочного 
поля отдельные составляющие мультисолитонных конфигураций в мо-
дели с первым потенциалом визуально разделены, в то время как в мо-
дели с потенциалом с двойным вакуумом решения не теряют враща-
тельную симметрию для любого значения топологического заряда. 

Все расчёты были проведены для мультисолитонных конфигураций с 
топологическими зарядами до Q=5. Была изучена зависимость  структу-
ры решений, энергии, момента импульса, электрического и магнитного 
полей от значения калибровочной постоянной g и электрического по-
тенциала A ൌ ω на пространственной бесконечности. 

Численный алгоритм был основан на алгоритмах представленных в 
[2]. Начальное приближение заданного топологического заряда выбира-
лось через анзац рационального отображения и потом изменялось с тем 
чтобы минимизировать функционал െܮ относительно переменных ܣଵ, ߶ሬԦ, 
и одновременно функционал ܮ относительно ܣ. Этот метод минимиза-
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ции был разработан для того, чтобы найти решения для знаконеопреде-
лённого функционала ܮ. Расчёты были проведены на квадратной решёт-
ке с типичным размером 200ଶ, 150ଶ, 100ଶ узлов и расстоянием между 
ними ݀ݔ ൌ 0.15, 0.1. Они выполнялись на кластере HIBRILIT (ОИЯИ, 
Дубна). 

Было показано, что электромагнитные силы в системе могут сильно 
влиять на структуру мультисолитонных конфигураций. В частности, 
вращательная инвариантность нарушается из-за сильного электрическо-
го отталкивания между составляющими. 

 

Присутствие члена Черна-Саймонса, нарушающего симметрии про-
странственной и временной инверсии, приводит к генерации электриче-
ского заряда и магнитного потока конфигурации [3]. В случае слабо свя-
зывающего потенциала при фиксированном значении калибровочной 
константы ݃ ൌ 0.3 и при обычном выборе параметров потенциала соли-
тоны остаются существенно отделены друг от друга для всего множест-
ва значений электрического потенциала. Во втором случае, при отрица-
тельных ߱ ՜ െ 1, симметрия нарушается до диэдральной группы (Рис. 
1). Но при положительных ߱ вращательно-инвариантная конфигурация 
остаётся глобальным минимумом энергии для солитонов вне зависимо-
сти от их топологического заряда, а локальный минимум состоит из явно 
отделённых друг от друга вращательно инвариантных солитонов (Рис. 2). 

С другой стороны, увеличение значения калибровочной константы 
связи g может привести к другим конфигурациям и восстановлению 
вращательной инвариантности солитонов. Стоит отметить, что в пределе 
сильной связи, как суммарный магнитный поток, так и электрический 

݃ ൌ 0.3, ߱ ൌ െ0.9, ଶߤ ൌ 0.1, ܿ ൌ 1 

Рис. 1. Плотность энергии с диэдральной 
симметрией ܳ ൌ 5 

݃ ൌ 0.3, ߱ ൌ 0.9, ଶߤ ൌ 0.1, ܿ ൌ 1 

Рис. 2. Плотность энергии отделённых 
скирмионов ܳ ൌ 2, 3 
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заряд, который связан с членом Черна-Саймонса, начинают эффективно 
квантоваться, хотя они не имеют топологической природы. Был найден 
новый тип электрически заряженных ܳ ൌ 4 мультисолитонных реше-
ний, имеющих более компактную форму с ܦସ симметрией. 

Больше 40 лет назад Фаддеев впервые представил ܱሺ3ሻ сигма модель 
с членом Скирма. В этой модели топологические солитоны имеют вид 
переплетённых трубок или нитей, стабилизированных топологическим 
зарядом Хопфа. Подобные конфигурации могут представлять собой не-
тривиальные узлы, несколько связанных колец или одиночные кольца [4]. 

Несмотря на то, что модель в первую очередь представляет матема-
тический интерес, она имеет несколько применений в различных поле-
вых моделях:она как и оригинальная модель Скирма, может быть связа-
на с разложением эффективной киральной теории, получаемой как низ-
коэнергетический предел квантовой хромодинамики,  поэтому она по-
тенциально может применяться для описания динамики адронных со-
стояний. 

Как было показано в недавней статье, намагниченность в киральных 
ферромагнитных жидкостях может приводит к формированию стабиль-

ных хопфионных конфигураций. 
Решения этого типа возника-

ют в двухкомпонентных Бозе-
Эйнштейновских конденсатах и 
нелинейных оптических средах. 

В данной модели полевая 
конфигурация, так же как и в 
случае планарной модели Скир-
ма, задаётся триплетом скаляр-
ных полей ߶ሬԦ, лежащих на сфере 
ܵଶ. Область определения пред-
ставляет собой трёхмерное про-
странство ܴଷ, а ܱሺ3ሻ инвариант-
ная энергия задаётся формулой: 

ܧ ൌ ܿଶ߲߶ሬԦ ڄ ߲߶ሬԦ  ర
ଶ

൫߲߶ሬԦ ൈ

߲߶ሬԦ൯
ଶ

 ݉ଶሺ߶ଵ െ ܿሻଶ,    (2) 
При исследовании этой модели было получено, что на масштабах 

энергий, сравнимых с максимумом потенциала, изоповерхность плотно-
сти энергии имеет форму кривых ߶ଵ ൌ േ1, т.е. разделяется на трубки 
(Рис. 3). 

Рис. 3. Изоповерхность плотности  
энергии ߩா ൌ 15: 

ܿଶ ൌ 0.5, ܿସ ൌ 1, ݉ ൌ 4, ܿ ൌ 1/3 и ܳ ൌ 5  
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Это соответствует тому, что при не очень больших значениях плотно-
стей энергии потенциал вносит значительный вклад в суммарную плот-
ность, которая концентрируется около его максимума, т.е. при ߶ଵ ൌ േ1. 

Можно предложить другую интерпретацию данного явления. Как из-
вестно, хопфион можно представить как результат вращения вертикаль-
ной плоскости, в которой находится планарный скирмион, последний 
может менять положение или ориентацию для разных углов поворота. 
Тогда разделение хопфиона на более мелкие трубки соответствует тому, 
что скирмионы разделяются на составляющие с дробным топологиче-
ским зарядом. 

Было показано, что изменением параметра потенциала ܿ можно полу-
чить различные трубки плотности энергии: при c=0 они имеют одинако-
вую толщину, а при c=1/3 одна из них тоньше и имеет внутри себя 
меньшее максимальное значение плотности энергии. 

Показано, что не только энергия меняет свой вид, но и полевая кон-
фигурация также претерпевает изменение в отличии от обычной модели 
без потенциала. В частности, для хопфионов ܳ ൌ 5,6,7 были получены 
конфигурации типа "трилистник" (в обычной модели он встречается 
только для ܳ ൌ 7). Было обнаружено, что хопфион ܳ ൌ 5, представлен-
ный на Рис. 3, характеризуется  двумя типами кривых одновременно: 
линк (1,2) и торический узел (3,2). 

В связи с этим была предложена новая классификация решений, 
включающая в себя тип обоих кривых, общий вид которых ܳሺܺ, ܻሻ. 

Подробное описание полученных результатов будет опубликовано [5]. 
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