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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 28 äåêàáðÿ 2016 ã.

Äëÿ àäåêâàòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïîçâîëÿþùèå îñòàâàòüñÿ â ðàì-

êàõ îäíîé è òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ïëîòíîñòè, âëèÿþùèõ íà

åå ôîðìó. Â ñòàòüå ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé sechk -ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé, åå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê: ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, äèñ-

ïåðñèè, êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà, äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè, èíôîðìàöèè Ôèøåðà îòíîñèòåëü-

íî ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåííàÿ sechk-ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé âåðîÿò-

íîñòíîé ìîäåëüþ, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå â èíòåðâàëå çíà÷åíèé

ýêñöåññà îò íóëÿ äî òðåõ. Sechk-ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé è ìèíèìèçèðóåò èíôîðìà-

öèþ Ôèøåðà íà êëàññå ïëîòíîñòåé. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðîáàñòíûõ ñâîéñòâ îáîáùåííîé

sechk-ïëîòíîñòè â ïðèìåíåíèè ê àëãîðèòìàì îöåíèâàíèÿ ñìåøåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ è íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðàõ ïëîòíîñòè. Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå ïîäêëàññ ñíèæåííûõ ðîáàñòíûõ ïðîöåäóð îöåíè-

âàíèÿ — åñòåñòâåííî ñíèæåííûå îöåíêè. Ïðèâåäåíû êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè ê áîëüøîé îøèáêå è ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èçìåíåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè.

Ðàññìîòðåííûå íåêîòîðûå ïðèìåðû âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ sechk-ïëîòíîñòè ïîçâîëÿþò ãîâî-

ðèòü î öåëåñîîáðàçíîñòè åå ïðèìåíåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: sechk-ïëîòíîñòü; ðîáàñòíîñòü; íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå; ðîáàñòíàÿ îöåíêà;

ñíèæåííàÿ îöåíêà; ÷óâñòâèòåëüíîñòü.

Àäåêâàòíîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå îáúåêòîâ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïîìåõ â êàíàëàõ ïåðåäà÷è

èíôîðìàöèè, øóìîâ (ïîãðåøíîñòåé) èçìåðèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèé [1]. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ êàê óíèâåðñàëüíûé èíñòðóìåíòàðèé, ïîçâîëÿ-

þùèé ïðè èçìåíåíèè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, âëèÿ-

þùèõ íà ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ (ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-

ñòè, äàëåå — ïëîòíîñòè), îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ îäíîé è

òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâîé ïàðàäèãìîé ïðèêëàäíîé

ñòàòèñòèêè [2] öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå «ãëàäêèõ»

ïëîòíîñòåé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè

[3] è, ñîîòâåòñòâåííî, ðîáàñòíîñòè îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî èõ îáîáùåííîãî êëàññà [4 – 9]. Â ñî÷åòà-

íèè ñ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè ðîáàñòíî-àäàï-

òèâíûå ïðîöåäóðû, îðèåíòèðîâàííûå íà îáîáùåííûå

ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ïðè ýòîì «íàèõóäøèìè»

â íåêîòîðîì êëàññå, ïîçâîëÿþò ñòàâèòü è ðåøàòü ðàç-

íîîáðàçíûå çàäà÷è ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè. Ê òàêèì

çàäà÷àì ìîæíî îòíåñòè èäåíòèôèêàöèþ øóìîâ (ïî-

ãðåøíîñòåé) èçìåðåíèé ñ «óòÿæåëåííûìè õâîñòàìè»

ðàñïðåäåëåíèé [1], ïîñòðîåíèå ðîáàñòíûõ îöåíîê íà

îáîáùåííîì êëàññå ïëîòíîñòåé øóìîâ (ïîãðåø-

íîñòåé) èçìåðåíèé, â òîì ÷èñëå ñíèæåííûõ îöåíîê è

èõ ìîäèôèêàöèé [8], ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìîäå-

ëåé äèíàìèêè âðåìåííûõ ðÿäîâ, íàïðèìåð, ìîäåëåé

ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè [10] è äð.

Ïîòðåáíîñòü â îáîáùåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ,

îáëàäàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâîì ðîáàñòíîñòè

íà êëàññå ðàñïðåäåëåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ ïðîñòîòîé

òåõíè÷åñêîé è àïïàðàòíî-ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîìïàêòíîñòüþ àíàëè-

òè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðàáîòå ñ íèìè, âûçâàíà

òàêæå è òåì, ÷òî èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò

îáîáùåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèìè êà÷åñòâàìè íå

îáëàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, â ñâÿçè ñ îòìå÷åííûìè âûøå

îáñòîÿòåëüñòâàìè, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäî-

âàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ â ïðèêëàäíîé ñòà-

òèñòèêå îáîáùåííîé sechk-ïëîòíîñòè, ââåäåííîé â ðà-

áîòå [11].

Öåëü ðàáîòû — èññëåäîâàíèå ðîáàñòíûõ ñâîéñòâ

îáîáùåííîé sechk-ïëîòíîñòè â ïðèìåíåíèè ê àëãîðèò-
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ìàì îöåíèâàíèÿ ñìåøåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ è íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðàõ ïëîòíîñòè.

Ðîáàñòíîñòü â ñòàòüå ïîíèìàåòñÿ â êîíòåêñòå

ðàáîò [4 – 9], â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòî-

äîâ îöåíèâàíèÿ, ãàðàíòèðóþùèõ îïðåäåëåííîå êà-

÷åñòâî, òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èçìåðèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ â çàäàííûõ êëàññàõ ðàñïðåäå-

ëåíèé øóìîâ (ïîãðåøíîñòåé). Â ýòîì êëþ÷å óïîìè-

íàåòñÿ î ðîáàñòíîñòè â ñòàòèñòèêå è â ñòàòüå [12,

ñ. 62 – 63].

Îáîáùåííàÿ sechk-ïëîòíîñòü

Îáîáùåííàÿ sechk-ïëîòíîñòü (ðèñ. 1) èìååò âèä

pk (x ) = uC (k )sech(ux )k, k = v�u, u, v > 0, (1)
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— ãàììà-

ôóíêöèÿ [13]. Ìîäåëü (1) îáîáùàåò ïîëó÷åííóþ â ðà-

áîòå [14] ïëîòíîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîêà-

çàòåëÿ k > 0. Îáîáùåííàÿ sechk-ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà êàê îáîáùåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåêàíñ-

ìîäåëü ñòåïåíè k (generalized secant hyperbolic of de-

gree k distribution — GSHK ìîäåëü). Èçâåñòíû è äðó-

ãèå ìîäåëè òàêîãî êëàññà: GHS-ìîäåëü [15] è GSH-ìî-

äåëü [16]. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ýòèõ

ìîäåëåé îãðàíè÷åíî â îñíîâíîì çàäà÷àìè îïèñàòåëü-

íîé ñòàòèñòèêè; ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò

ïðè èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ýòèõ ìîäåëåé; ìîäåëè

íå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèÿ, îáëàäàþùèå

ðîáàñòíûìè ñâîéñòâàìè íà êëàññå, ò.å. íå ìîãóò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ â ðîáàñòíûõ àëãîðèòìàõ îöåíèâàíèÿ;

íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûå

â àëãîðèòìàõ îöåíèâàíèÿ, èìåþò ñëîæíûé âèä.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïëîòíîñòè (1) íåëèíåéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå êîìïàêòíî:
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— ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ [13], è

ëåãêî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî àïïàðàòíî-òåõíè÷åñêè-

ìè ñðåäñòâàìè [11]. Â àíàëîãîâîé ñõåìîòåõíèêå, íà-

ïðèìåð, ôóíêöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà th(x )

ðåàëèçóåòñÿ íà áàçå äèôôåðåíöèàëüíîãî óñèëèòåëÿ.

Ïëîòíîñòü (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè: ðàñ-

ïðåäåëåíèå ×àìïåðíàóíà [17] p1(x ) = u sech(ux)�ð è

ëîãèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p2(x ) = u sech(ux)2�2.

Êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ïëîòíîñòè (1) îãðàíè÷åí

(ðèñ. 2; òàáë. 1, õàðàêòåðèñòèêà 4): lim ( )
k
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ã(k = 1) = 2, à äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî — ã(k = 2) = 1,2.

Îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè sechk-ïëîò-

íîñòè ïðèâåäåíû â òàáë. 1, ãäå
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íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ [13]; 2F1, 4F3, 6F5 — îáîáùåí-

íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè [13].

Ðîáàñòíûå ñâîéñòâà sechk-ïëîòíîñòè

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå

çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðà-

ìåòðà è & È (È — èíòåðâàë íà äåéñòâèòåëüíîé îñè)

â àääèòèâíîì øóìå. Ìîäåëü íàáëþäåíèÿ: r = è + x, ãäå

x — øóì èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, èìåþùèé

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p = p (x ). Åñëè àïðèîðíûå

ñâåäåíèÿ îá îöåíèâàåìîì ïàðàìåòðå îòñóòñòâóþò ( p
è

íåèçâåñòíà), òî â àëãîðèòìàõ îöåíèâàíèÿ èñïîëüçóþò

ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ pr (r |è), êîòîðàÿ â äàííîì

ñëó÷àå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñòàòèñòèêîé øóìà:

pr (r |è) = pr (r – è) = p (x ). Äàëåå çàâèñèìîñòè ôóíêöèé

îò àðãóìåíòîâ áóäóò îïóñêàòüñÿ, åñëè îíè íå âûçûâà-

þò ñîìíåíèé.

����
���������������������������������	�������� ��������� � ��! � . 

0,50

p
x

k
(

)

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00
–10 –5 0 x

1

2

3

5 10

Ðèñ. 1. Sech
k
-ïëîòíîñòü ñ ïàðàìåòðàìè v = 1: 1 — u = 10,

k = 0,1; 2 — u = 0,5, k = 2; 3 — u = 0,1, k = 10

3,0

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0
0 5 10 15 20 k

ã
(

)
k

Ðèñ. 2. Êîýôôèöèåíò ýêñöåññà sech
k
-ïëîòíîñòè



Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êðàìåðà – Ðàî [3] ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ëþáûõ îöåíîê '
n
* ïî ðåçóëüòàòàì n îäíî-

ðîäíûõ íåçàâèñèìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ [3] íèæíÿÿ ãðàíèöà äèñïåðñèè îøèáêè

îöåíêè èìååò âèä
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èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà, îïðåäåëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî èí-

ôîðìàöèè îá îöåíèâàåìîì ïàðàìåòðå è, ñîäåðæàùåå-

ñÿ â ðàñïðåäåëåíèè pr (r |è) = pr (r – è); E — ñèìâîë óñ-

ðåäíåíèÿ ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé. Â ôîðìóëå (4) èñ-

ïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå

( 	

(

� 	

�ln ( ) ( )

( )
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p r p x

p x

r x
'
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Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ øóì èçìåðèòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿ-

þùèõ [1]. Ýòî íå ïîçâîëÿåò äàòü åãî ÷åòêîå âåðîÿò-

íîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå â âèäå êîíêðåòíîãî

çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïðå-

îäîëåíèÿ ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè — ïðèìåíåíèå ðî-

áàñòíûõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ íà êëàññå ðàñïðåäå-

ëåíèé øóìîâ P. Òàêîé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì

îãðàíè÷åíèé â âèäå óðàâíåíèé ñâÿçè ) �
m x

x p p( , , ) = 0,

m M� 	0 1, è�èëè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé

f x p p x c
s x s
( , , ) ,�  

�
d s S� 	0 1, , (5)

ãäå cs — çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Äàëåå â êëàññå P îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå,

äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì èíôîðìàöèè Ôèøåðà (4) —

p*, íà êîòîðîå è «íàñòðàèâàåòñÿ» àëãîðèòì îöåíèâà-

íèÿ. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êðàìåðà – Ðàî (3)

ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî îøèáêà îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî

ïàðàìåòðà íå ïðåâçîéäåò òó, êîòîðàÿ ìîãëà áû áûòü â

íàèõóäøåì ñëó÷àå: D
è
( p, P )  D

è
( p*, P ), ãäå p, p* & P.

Íàõîæäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî

èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ïðîèñõîäèò ïóòåì ðåøåíèÿ

âàðèàöèîííîé çàäà÷è [4 – 7, 9, 12]. Ñ ó÷åòîì óðàâíå-

íèé ñâÿçè è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (5) ñîñòàâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà [13]

L
p

p
f

x

m m

m

s s

s

�

�


 ) 
� �

2

� � , (6)

ãäå ìm , ës — ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, è çàïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèå Ýéëåðà [13]

d

dx

L

p

L

p
x

p p

(

( �

�

�




�

�

�
�
	

(

(

�

�

�

�

�

�
�

� *

.0 (7)

Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ M + S-óðàâíåíèÿìè îãðàíè-

÷åíèé ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå p* & P è îïðå-

äåëèòü íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè ìm , ës.

Òàê, â êëàññå âñåõ íåâûðîæäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé

P
å

= { p: 0 < å  p (0)} ðàñïðåäåëåíèåì, ìèíèìèçèðó-

þùèì èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ÿâëÿåòñÿ äâîéíîå ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîå (ëàïëàñîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîò-

íîñòüþ p* = p0(x ) è I
è
( p* = p0) = v2

 I
è
( p ), p, p* & P

å
.

Â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé ñ îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé

P p x p x
uv

�
��  �

*

+

,

-

.

/
�

:
2 2

1
d —

ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ p* = p
$
(x ) è

I
è
( p* = p

$
) = 1�ó

2
 I

è
( p ), p, p* & P

ó
. Äëÿ õüþáåðîâ-

.9 ����
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Òàáëèöà 1. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè sechk-ïëîòíîñòè

1 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:
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3 Äèñïåðñèÿ D:
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4 Êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ã(k ) & [0, ..., 3]:
3 2 2 2 2 2 2 2
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5 Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè Ôèøåðà îòíîñèòåëüíî ñìåøåíèÿ I
è
:

v

k

2

1


6 Ýíòðîïèÿ H (x ): – ln[uC (k )] – C (k )J (k ), J k y y yk k
( ) ( ) ln[ ( ) ]�

	$

$

�
sech sech d



ñêîãî êëàññà ïðèáëèæåííî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé P
á

= { p: p = (1 – á)N (x ) + áG (x )}, ãäå 0 < á < 1 —

êîýôôèöèåíò çàñîðåíèÿ; N (x ) — ãàóññîâñêàÿ ïëîò-

íîñòü; G (x ) — ïðîèçâîëüíàÿ ïëîòíîñòü; ðàñïðåäåëå-

íèå, ìèíèìèçèðóþùåå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ êîìïîçèöèþ ãàóññîâñêîé è

ëàïëàñîâñêîé êîìïîíåíòû [4, 7].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïðåäåëåíî è èññëåäîâàíî

ìíîæåñòâî êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé, íåêîòîðûå èç íèõ

ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [4 – 9]. Âûáîð òîãî èëè èíîãî

êëàññà ðàñïðåäåëåíèé øóìîâ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí

ñ îñîáåííîñòÿìè ðåøàåìîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è è îáú-

åìîì èìåþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ øóìîâ àïðè-

îðíîé èíôîðìàöèè. Îäíàêî åñëè èçìåðèòåëüíûé ýêñ-

ïåðèìåíò ïðîòåêàåò â óñëîâèÿõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ

íåñòàáèëüíîñòüþ ñòàòèñòèêè øóìà, èçìåíåíèå ñòðóê-

òóðû àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ íà äðóãóþ ñòðóêòóðó òðå-

áóåò îïðåäåëåííûõ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõ èëè òåõ-

íè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè÷åì î÷åâèäíî, ÷òî ðåà-

ëèçàöèÿ ðîáàñòíîãî àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ, «íàñòðî-

åííîãî» íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé øó-

ìîâ, òàêæå íåýôôåêòèâíà èç-çà ñëèøêîì ñèëüíîãî

«îãðóáëåíèÿ» àëãîðèòìà. Â ýòîé ñâÿçè öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàíèå òàêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé øóìîâ,

êîòîðûé îòâå÷àë áû ïîñòàâëåííîé çàäà÷å îöåíèâàíèÿ

è «íàèõóäøåå» ðàñïðåäåëåíèå â êîòîðîì èìåëî áû

äîñòàòî÷íî îáùèé âèä. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïåðå-

ñòðîéêè àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ

ëèøü àäàïòàöèÿ ê èçìåíèâøèìñÿ ïàðàìåòðàì øóìà.

Ïðîâåðèì ðàñïðåäåëåíèå ñ sechk-ïëîòíîñòüþ íà âû-

ïîëíåíèå ýòèõ òðåáîâàíèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò îñíîâíîå

ñâîéñòâî sechk-ïëîòíîñòè, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè ðîáàñòíûõ ïðîöåäóð îöå-

íèâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ è & È ïðè

àääèòèâíîì øóìå x è ìîäåëè íàáëþäåíèÿ r = è + x,

pr (r |è) = p (x ) = p.

Òåîðåìà 1. Ïëîòíîñòü (1) pk(x ) = p* ìèíèìèçèðó-

åò êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè Ôèøåðà (4) íà êëàññå Pk

ðåãóëÿðíûõ, íå ôèíèòíûõ íà íîñèòåëå x & (–$, $)

ãëàäêèõ ïëîòíîñòåé p, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò è êî-

íå÷íàÿ âåëè÷èíà

z p x c* ,
2

d
�

 

ãäå z* = 	 �( ) *,
*p p
x

c > 0 — êîíñòàíòà; â óñëîâèÿõ

z*(0) = 0, p*(0) = å > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (6) îïòèìè-

çàöèîííîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè p xd
�

�1 ïðè-

íèìàåò âèä

L
p

p
p z p

x
�

�


 


2

0 1
2

� � * ,

ãäå ë0, ë1 — ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Ñîîòâåòñòâóþùåå

ôóíêöèè L óðàâíåíèå Ýéëåðà (7): 	 �2z
x

+ z2 – ë0 –

– ë1z*2 = 0. Ïîñêîëüêó ìèíèìóì I
è

äîñòèãàåòñÿ ïðè

z = z*, òî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

	 � 
 	 	 �2 1 0
1

2
0

( ) ( ) * .
*z z
x

� �

Ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìíîæèòåëåé Ëà-

ãðàíæà ëj 0 0, j = 0, 1, ðåøåíèÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñôîð-

ìóëèðîâàííîé òåîðåìû. Âàðèàíòû çíà÷åíèé ìíîæèòå-

ëåé è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèå:

1) ëj > 0 — z
x

*
( )

;� 	

	

	�

�

� �
0

1

0 1

1

1

2
tg

2) ëj < 0 — z x*
( )

;�





�

�

� �
0

1

0 1

1

1

2
tg

3) ë0 > 0, ë1 < 0 — z x*
( )

;� 	





�

�

� �
0

1

0 1

1

1

2
th

4) ë0 < 0, ë1 > 0 — z x*
( )

.�

	

	�

�

� �
0

1

0 1

1

1

2
th

Ïîñêîëüêó íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå z* =

� 	 �( ) *
*p p
x

= – d ln p*�dx, òî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ

ôóíêöèè p* èìååò âèä

1 2p z x* exp * .� 	
�

# d

Èñõîäÿ èç ýòîãî, â ñëó÷àÿõ 1 è 2 ïîëó÷àåì

p
x

1 2

0 1

2 1

1

2

1

,
*

( )

cos
( )

.�

�

�

�

�

�

�

�

�

3

#

� �

�

�
�

Îäíàêî ýòè ôóíêöèè ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè îãðàíè÷å-

íû ïî ïåðåìåííîé x è íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

òåîðåìû.

Â ñëó÷àÿõ 3 è 4 èìååì îáùåå ðåøåíèå ñëåäóþùå-

ãî âèäà:

p
x

3 4

0 1

2 1

1

2

1

,
*

( )

( )
,�

3�

�

�

�

�

�

�

�

3 3

#

� �

�

ch

ãäå ch(x ) = (ex + e–x)�2 — ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ

[13].

Âûáåðåì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

�
0

3 4
2

,
,� � vu �

1

3 4
1 2

,
.� � � u v Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì

p
3 4,
*

= å ch(ux)–v�u = å sech(ux)k, k = v�u,

ãäå sech(x ) = 1�ch(x ) — ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêàíñ. Ýòà

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Èç óñëî-

âèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì êîíñòàíòó å = uC (k ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ôóíêöèÿ p
3 4,
* = pk(x ) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò êîëè÷åñòâî èí-

ôîðìàöèè Ôèøåðà (4) íà êëàññå ðàñïðåäåëåíèé Pk ñ

I
è

= v2�(1 + k ). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü èìååòñÿ n ðåçóëüòàòîâ îäíîðîä-

íûõ íåçàâèñèìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ íàáëþäåíèÿ r = è + x. Òîãäà ëþ-

áàÿ îöåíêà '
n
* íà êëàññå ðàñïðåäåëåíèé Pk áóäåò èìåòü

äèñïåðñèþ îøèáêè, îïðåäåëÿåìóþ íåðàâåíñòâîì (3):

D D
k

nv
'
 �




max
.

1

2
(8)

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà (8) óäîáíî ââåñòè

âåëè÷èíó ýêâèâàëåíòíîé äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè

ïî ðåçóëüòàòàì n èçìåðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Dmax = Dmax(ó
2�n ), ãäå ó

2�n — äèñïåðñèÿ îøèáêè

îöåíêè â ãàóññîâñêîì øóìå. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû

äèñïåðñèè ðàñïðåäåëåíèé pk(x ) ñ ïàðàìåòðîì k � 0 2, è

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêâèâàëåíòíûå äèñïåðñèè

Dmax(ó
2�n). Ïî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 2,

îòìå÷àåì óâåëè÷åíèå ýêâèâàëåíòíîé äèñïåðñèè

îøèáêè ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ k. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ãà-

óññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà äèñïåðñèÿ îøèáêè

îöåíêè ïî ðåçóëüòàòàì n íàáëþäåíèé ñîñòàâëÿåò

Dmax(ó
2�n) = ó

2�n. Òàêîé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î

òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

(2) â ðîáàñòíûõ àëãîðèòìàõ îöåíèâàíèÿ ïîçâîëÿåò

âàðüèðîâàòü èõ òî÷íîñòü (8) â äîñòàòî÷íî øèðîêîì

äèàïàçîíå

D D
n n

'

� �

 

�

�




�

�

�
�
& 4

�

�
�

�

�
�max

, , .

2 2
1

2
1

Â ñî÷åòàíèè ñ âîçìîæíîñòÿìè ðåàëèçàöèè ðîáàñòíî-

àäàïòèâíûõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòü

ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2) âîç-

ðàñòàåò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü è òîò ôàêò, ÷òî â îòëè÷èå îò èç-

âåñòíûõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé [4 – 9] êëàññ Pk èìååò

íàèõóäøåå â èíôîðìàöèîííîì ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèå,

ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ãëàäêîé

ôóíêöèåé íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñ ÷åòêèìè

ïðåäåëüíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ãðàíèöàìè ñåìåéñò-

âà: îò ëàïëàñîâñêîãî [ p0(x )] äî ãàóññîâñêîãî [ p
$

(x )].

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðåäïîëàãàëàñü

íåîãðàíè÷åííîñòü ïëîòíîñòè ïî ïåðåìåííîé x. Åñëè

ñíÿòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå, òî «íàèõóäøåé» ôóíêöèåé,

ìèíèìèçèðóþùåé ôèøåðîâñêóþ èíôîðìàöèþ íà

êëàññå Pk, áóäåò òàêæå è ôóíêöèÿ p
1 2,
*

. Âûáåðåì

�
0

1 2
2

,
,� � vu �

1

1 2
1 2

,
� 3 � u v è, íàéäÿ êîíñòàíòó å èç

óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ïîëó÷èì

p x p
u k

k

ux
k

fin k
( )

( )

[( ) ]

cos( ) ,
,

*
� �







1 2

1 2

1 2

Ã

Ã!

k = v�u.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïðè îãðàíè÷åííîì

çíà÷åíèè àðãóìåíòà x & (–ð�2u; ð�2u). Ïëîòíîñòü

p x
k

fin
( ) îêàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé, ãëàäêîé è òàê æå, êàê è

ïëîòíîñòü (1), — îáîáùåííîé. ×àñòíûì ñëó÷àåì

ïëîòíîñòè p x
k

fin
( ) ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü [9]

p x
l

x

l

fin

2

2
1

2
( ) cos�

�

�



�

�

�

!

äëÿ |x |  l è p x
fin

2
( ) = 0 äëÿ |x | > l; çäåñü l = ð�2u. Èñ-

ñëåäîâàíèå ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷åííîé

îáîáùåííîé ôèíèòíîé ïëîòíîñòè p x
k

fin
( ) âûõîäèò çà

ðàìêè äàííîé ðàáîòû è ìîæåò áûòü ïðåäîñòàâëåíî çà-

èíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ.

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ sechk-ïëîòíîñòè

Ðàññìîòðèì îöåíêó ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ è

sechk-ïëîòíîñòè

pr (r |è) = pk(r – è) = uC (k )sech[u (r – è)]k

ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ v è u. Òàêàÿ îöåíêà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîøàãîâîé ïðî-

öåäóðû (ÎØ-îöåíêà) [18] èëè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÏ-îöåíêà). È â òîì è äðóãîì ñëó÷àå

íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè àääèòèâíîé ìîäåëè

íàáëþäåíèÿ ri = è + xi îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé (2) â

âèäå z (ri – è) = v th[u(ri – è)]. Îáîçíà÷èì

Z
p

z r
n

r

i

i

n

( )
ln ( | )

( ),'

'

'

'�

(

(

� 	

�

�

r

1

ãäå r = [r1, ..., rn ] — äàííûå íàáëþäåíèé, n — îáúåì

äàííûõ. Òîãäà ÌÏ-îöåíêà

' '

'

'

n n

n n
z r

nI

* *

*
( )
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1

1
' '

0
0*

,� (9)

ÎØ-îöåíêà

' '

'

'

n

n
Z

nI

*
( )

,� 

0

0

(10)

ãäå è
0 — íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ (ïðåäâàðèòåëüíàÿ) îöåí-

êà. Öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîé èëè èíîé

.. ����
���������������������������������	�������� ��������� � ��! �

Òàáëèöà 2. Ýêâèâàëåíòíûå äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè (8)

k = 0 k = 1 k = 2

Äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ pk(x )

2

2v

1

4

1

4

2 2
! !

u v
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Ýêâèâàëåíòíàÿ äèñïåðñèÿ îøèáêè Dmax(ó
2�n)

1

2

2
�

n

8

2

2

!

�

n

9

2

2

!

�

n



îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè

â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè è âîçìîæíîñòÿìè ïðèìåíåíèÿ

àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ. Ñâîéñòâà îöåíîê

(9), (10) äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñàíû â [3 – 9, 18]: îöåí-

êè ñîñòîÿòåëüíû, àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû è

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû. Îöåíêè îáëàäàþò «ñèëü-

íûìè» ðîáàñòíûìè ñâîéñòâàìè, ñëåäóþùèìè èç îñî-

áåííîñòåé íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2).

Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ [7, 8], îïðåäåëÿþùàÿ àñèìïòî-

òè÷åñêîå ñìåùåíèå ïðèâåäåííûõ îöåíîê (9), (10), âû-

çûâàåìîå «çàãðÿçíåíèÿìè» â íàáëþäàåìûõ äàííûõ,

èìååò âèä

IF x p

p x

( , ) ,�

�

5

5
2

d

(11)

ãäå ç = ç(x ) — íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îöåíîê íà îñíîâàíèè (11) ïîëó÷àåì

ÌÏ-îöåíêó

IF x p
z x

I v u
ux

ÌÏ
th( , )

( )
( ),� � 


�

�



�

�

�

'

1 1
(12)

ÎØ-îöåíêó

IF x p
Z x

nI
ÎØ

( , )
( )

.�

'

(13)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè z, Zn è, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíê-

öèè âëèÿíèÿ îãðàíè÷åíû (ôóíêöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òàíãåíñà îãðàíè÷åíà |v th (ux )| = v ), òî ïðèâåäåííûå

ÌÏ- è ÎØ-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ B-ðîáàñòíûìè, ò.å. ðî-

áàñòíûìè îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèÿ (bias). Ïðåäåëüíàÿ

÷óâñòâèòåëüíîñòü ê áîëüøîé îøèáêå îïðåäåëÿåòñÿ

âåðõíåé ãðàíèöåé ôóíêöèè âëèÿíèÿ

ñ* = sup |IF (x, p )|. (14)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê ýòî îäíà è òà æå âå-

ëè÷èíà. Ïîäñòàâëÿÿ (12), (13) â (14), ïîëó÷àåì

6

'

ÌÏ

sup th
*

| ( )|
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v
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sup th

*
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( )� �

7

7

7

7

7

7� 
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Z x

nI

v

nI
ux

v u
i

i

n

1

1 1 1
 k

ku
.

Â ðîáàñòíîé ñòàòèñòèêå, êðîìå ïîíÿòèÿ B-ðîáàñò-

íîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå V-ðîáàñòíîñòè (îò

variance — äèñïåðñèÿ). Ñîãëàñíî ðàáîòå [8] äëÿ íå-

óáûâàþùèõ ôóíêöèé, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè z,

Zn , ïîíÿòèÿ V-ðîáàñòíîñòè è B-ðîáàñòíîñòè ýêâèâà-

ëåíòíû. Îöåíêà ÿâëÿåòñÿ V-ðîáàñòíîé, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò è êîíå÷íà âåëè÷èíà åå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èç-

ìåíåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè. Ýòà ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

÷* = 1 + ñ*2I
è

= 2 + k.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå îöåíêè èìåþò

íå òîëüêî êîíå÷íûå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñ* è ÷*, íî è ÿâ-

ëÿþòñÿ íàèáîëåå ðîáàñòíûìè, ñõîäÿùèìèñÿ ïðè

u %$ ê ìåäèàííîé [4, 7, 8] ñ íåëèíåéíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì: zMED (x ) = v sign(x ) (ðèñ. 3), ãäå ôóíêöèÿ çíàêà

sign(x ) = {–1, x < 0; 0, x = 0; 1, x > 0}. Åñëè ïàðàìåòð

sechk-ïëîòíîñòè k = v�u = 1 [ðàñïðåäåëåíèå ×àìïåð-

íàóíà — p1(x )], òî õàðàêòåðèñòèêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè

ñîñòàâÿò ñ* = 2�u = 2�v, ÷* = 3. Â ñëó÷àå ëîãèñòè÷å-

ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p2(x ) c k = v�u = 2 ïîëó÷àåì ñ* =

= 3�2u = 3�v, ÷* = 4.

Â ñëó÷àå íåèçâåñòíîñòè ïàðàìåòðîâ u è v

ÎØ-îöåíêà âåêòîðà íåèçâåñòíûõ Y = [ y1, y2, y3] =

= [è, u, v ] èìååò âèä

Y Y I Y
Yn n

Z n*
( ) ,� 


	0 1 0
(15)

ãäå Y0 — íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ (ïðåäâàðèòåëüíàÿ)

îöåíêà âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (â êà÷åñòâå

u0, v0 ìîãóò áûòü âûáðàíû çíà÷åíèÿ, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ

íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé îòíîñèòåëüíî

íèõ);
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p r y

y
n

k j

ji

n

( )
ln ( | )
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� i �1 3, , —

âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó; IY = [E (
2lnpk(x, Y)�(yi(yj],

i j, , ,�1 3 — èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà.

Ââèäó àíàëèòè÷åñêîé ãðîìîçäêîñòè ïîëó÷àþùèõ-

ñÿ òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû

IY è, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèé (15) ìîæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì ïðèáëèæåííûì ïîäõîäîì, çà-

êëþ÷àþùèìñÿ â ñëåäóþùåì. Îöåíêà âûáîðî÷íîãî êî-

ýôôèöèåíòà ýêñöåññà "
n
* ñ ó÷åòîì ðèñ. 2 (ñì. òàáë. 1,

õàðàêòåðèñòèêà 4) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îöåíêó ïàðà-

ìåòðà k*. Â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíêà âûáîðî÷íîé äèñïåð-

ñèè D
n
* è îïðåäåëåííîå ðàíåå çíà÷åíèå k* ïîçâîëÿþò

íàéòè ïàðàìåòð v* (òàáë. 1, õàðàêòåðèñòèêà 3) è ïàðà-

ìåòð u* = v*�k*. Òàêèì îáðàçîì, â àëãîðèòìàõ (9), (10)

çíà÷åíèÿ u è v ñëåäóåò çàìåíèòü íà u* è v*. Êà÷åñòâî

ïîëó÷àþùåéñÿ îöåíêè ñìåùåíèÿ '
n
* áóäåò îïðåäå-

����
���������������������������������	�������� ��������� � ��! � .�

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0

z
x(
)

–3 –2 –1 0 x

1 23

2 31

Ðèñ. 3. Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì v = 1: 1 —

z (x ) = th(x ), k = 1; 2 — z (x ) = th(0,5x ), k = 2; 3 — zMED (x ) =

= sign(x )



ëÿòüñÿ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

äèñïåðñèè D
n
* è ýêñöåññà "

n
*

.

Ñíèæåííàÿ îöåíêà ñìåùåíèÿ sechk-ïëîòíîñòè

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå sechk-ïëîòíîñòè äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ðîáàñòíûõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ â ïîäêëàñ-

ñå ñíèæåííûõ îöåíîê [8]. Ýôôåêò èõ èñïîëüçîâàíèÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â ñíèæåíèè âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòèðóþùóþ

îöåíêó áîëüøèõ îòêëîíåíèé âûáîðî÷íûõ äàííûõ.

Â îáøèðíîé ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé ýòîìó

âîïðîñó, ïðåäëàãàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíî-

îáðàçíûõ ýìïèðè÷åñêèõ è èñêóññòâåííî ñêîíñòðóè-

ðîâàííûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóåìûõ

â ïðîöåäóðàõ, ðåàëèçóþùèõ òàêèå îöåíêè. Îäíàêî

âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîëó÷àòü íåëèíåéíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñíèæåííûõ îöåíîê, ôîðìèðóÿ èõ èç

óæå èçâåñòíûõ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ðîáàñòíûõ îöåíîê?

Òàêèå îöåíêè ñ íåëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè,

áàçèðóþùèìèñÿ íà óæå ñóùåñòâóþùèõ, óäîáíî íàçû-

âàòü åñòåñòâåííî ñíèæåííûìè îöåíêàìè.

Îïðåäåëåíèå. Åñòåñòâåííî ñíèæåííîé áóäåì

íàçûâàòü òàêóþ îöåíêó, äëÿ êîòîðîé íåëèíåéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå â ïðîöåäóðå îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ

èìååò âèä ø = f (z ) è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: |ø| % 0 ïðè

|x | %$ è ø(0) = 0.

Òåîðåìà 2. Îöåíêà ñìåùåíèÿ ñ íåëèíåéíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì ø = z z
x

ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííî ñíèæåí-

íîé, åñëè |z | îãðàíè÷åíà è z (0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íåëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå z îãðàíè÷åíî ñíèçó è ñâåðõó, òî ïðîèçâîä-

íàÿ z
x
� 0 (îãðàíè÷åíà ñíèçó) è | |�z

x
% 0 äëÿ |x | %$.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî |ø| = | |�z z
x

% 0 äëÿ

|x | %$. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Eø = 0|
è = è* (E —

ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü óðàâíåíèþ îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ è.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè �z
x

ñíèçó îçíà÷àåò è V-ðîáàñòíîñòü [8].

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 2 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþ-

áûå B-ðîáàñòíûå îöåíêè.

Òàêèì îáðàçîì, òðàíñôîðìèðóÿ ïðèâåäåííûå

âûøå ÌÏ- è ÎØ-îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ (9),

(10), ïîëó÷àåì ÌÏ-îöåíêó
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(17)

Îöåíêè (16), (17) ñ ôóíêöèåé ø îáëàäàþò òåìè æå

ñâîéñòâàìè, ÷òî è îöåíêè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì z. Ôóíê-

öèÿ âëèÿíèÿ ñ ø, ñîîòâåòñòâóþùåì sechk-ïëîòíîñòè,

IF
ø
(x, p ) = (k + 1)(k + 3)sech(ux )2 th (ux)�vk, ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü ê áîëüøîé îøèáêå

6*
( )( )

.�


 
2 1 3

3 3

k k

vk

×óâñòâèòåëüíîñòü ê èçìåíåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñ-

ïåðñèè ââèäó ãðîìîçäêîñòè òî÷íîé ôîðìóëû ìîæåò

áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà áîëåå ïðîñòîé çàâèñèìîñòüþ

íà èíòåðâàëå k & [0, ..., 5]:

9*
( )( )( )( , )

( )
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1
1 3 5 1 0 015

2

k k k k

v k

ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé

0,15.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ íåëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ø(x ) = uv2 th (ux)sech(ux)2, ïîëó÷åííàÿ äëÿ

sechk-ïëîòíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà

k ïðè v = 1. Íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ø îáëàäàåò

ëèíåéíûì ó÷àñòêîì â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà

Äx & [x1; x2], ãäå x
u

1 2

2 3

,
,� � asech è ñïàäîì, êðóòèç-

íà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè u è v. Ñ óâåëè-

÷åíèåì ïàðàìåòðà u ôóíêöèÿ ø ñòðåìèòñÿ ê óðåçàííîé

ìåäèàíå v sign(x )[x1, x2] [8] êàê ê íàèáîëåå B-ðîáàñòíî-

ìó íåëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.

Åñëè ïàðàìåòðû u è v íåèçâåñòíû, öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó èõ îïðåäåëåíèÿ, îïèñàííóþ

âûøå.

Ïðèìåíåíèå sechk-ïëîòíîñòè

Ïðèìåíåíèå sechk-ïëîòíîñòè ñ ïàðàìåòðîì

k = 1, 2 â ïðàêòèêå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äîñòàòî÷-

íî èçâåñòíî. Òàê, ïëîòíîñòè p1(x ) (ðàñïðåäåëåíèå

×àìïåðíàóíà), p2(x ) (ëîãèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå)

ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â ñîöèàëüíûõ è ôèíàí-

ñîâî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Êðîìå òîãî, èç-

âåñòíû ïðèìåíåíèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

â îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêå áèîñôåðû, áèîòåõíîëîãèè

è òåõíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ

ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòàëîñòè ìåòàëëîâ.

.� ����
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(

)
x

–5 –2,5 0 x

1

2

3

2,5 5

Ðèñ. 4. Íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ø ñ ïàðàìåòðàìè v = 1:

1 — u = 10, k = 0,1; 2 — u = 0,5, k = 2; 3 — u = 0,1, k = 10



Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èñòî÷íèêîì âîçíèêíîâå-

íèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå îáîáùåííàÿ sechk-ïëîò-

íîñòü çà ñ÷åò ïàðàìåòðà k = v�u ïðåäñòàâëÿåò áîëåå

øèðîêèé èíñòðóìåíòàðèé â ðåøåíèè çàäà÷ ïðèêëàä-

íîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïðèâåäåì íåêîòî-

ðûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèê èñ-

ñëåäóåìîé ïëîòíîñòè.

1. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îáîáùåííàÿ sechk-

ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê õüþáåðîâñêîìó

êëàññó á-çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëåíèé P
á

[7]. Òàêèå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè äâóõ ïëîòíîñòåé p (x ) = (1 – á)N (x ) + áG (x )

èëè èõ ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé p (x ) =

= {(1 – á)N (x ), |x |  Äx; áG (x ), |x | > Äx }. Çäåñü

0 < á < 1; N (x ) = N (x; 0; ó
2) — ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü

ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ó
2; G (x ) — ïðî-

èçâîëüíàÿ ïëîòíîñòü; 2Äx — øèðèíà öåíòðàëüíîãî

ó÷àñòêà. Ýòè ìîäåëè êëàññà á-çàñîðåííûõ ðàñïðåäåëå-

íèé p & P
á

ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â

ïðàêòèêå ïðèìåíåíèÿ ðîáàñòíûõ ïðîöåäóð ñòàòèñòè-

÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ ïðè íàëè÷èè «óòÿæåëåííûõ

õâîñòîâ» ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãèñòîãðàìì. Ðàñïðåäå-

ëåíèå, ìèíèìèçèðóþùåå èíôîðìàöèþ Ôèøåðà íà

êëàññå P
á
, èìååò âèä [7]
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(18)

ãäå ïîëîâèíà øèðèíû öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà Äx ñâÿçà-

íà ñ ïàðàìåòðîì á ñîîòíîøåíèåì 2N (Äx; 0; 1)�Äx –

– 2Ô(–Äx) = á�(1 – á), â êîòîðîì N (Äx; 0; 1) — ïëîò-

íîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

Ô d( ) expy
t

t

y

� 	

�

�




�

�

�
�

	$

�

1

2 2

2

!

—

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îòâå÷àþùåå ðàñïðå-

äåëåíèþ (18), èìååò âèä êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

ñ íàñûùåíèåì zí(x ) = ó
–2 max{–Äx; min(x; Äx)}. Ïîêà-

çàíî [7, 8], ÷òî îöåíêà ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ è ïðè ýòîì

íåëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè îïðåäåëÿåò îïòèìàëü-

íóþ ðîáàñòíóþ îöåíêó Õúþáåðà. Îäíàêî òàêîå íåëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé

àðãóìåíòà, à ïðåäñòàâëÿåò, ïî ñóòè, óäîáíóþ àïïðî-

êñèìàöèþ ôóíêöèè (2) z (x ) = v th (ux ) ñ ïàðàìåòðàìè

k = Äx = v�u, ó
2 = 1�u. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû äâå ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîãëàñîâàííûå ïî ïàðàìåòðàì:

êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå

îáîáùåííîé sechk-ïëîòíîñòè k = 1, u = 1; êðèâàÿ 2 —

ïëîòíîñòè (18) p* & P
á
. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû íåëèíåé-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýòèõ ïëîòíîñòåé.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÎØ- è

ÌÏ-îöåíêè â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ sechk-ïëîòíîñòè

îêàçûâàþòñÿ áîëåå òî÷íûìè è ãèáêèìè ñ ó÷åòîì âîç-

ìîæíîñòè àäàïòàöèè ê ïàðàìåòðàì v è u [11].

2. Íà îñíîâàíèè ôîðìóë òàáë. 1 ïîëó÷åíà çàâèñè-

ìîñòü ýíòðîïèéíîãî êîýôôèöèåíòà h
H x

D

�

0 5, exp[ ( )]

[1] îò êîíòðýêñöåññà 6 "�1 â âèäå ëèíåéíîé

ôóíêöèè h = –0,9 + 3,5ñ äëÿ çíà÷åíèé k & [0, 5...5] ñî

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé

1,5 %. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïðèáëèæåííîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé çàêî-

íîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ñðåäñòâ èçìåðåíèé,

ïðèâåäåííîé â [1].

3. Ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (1) ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî â ñòàòèñòèêå âðåìåííûõ ðÿäîâ. Òàê,

àíàëèç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ âðåìåííûõ ðÿäîâ

(ïðè èñêëþ÷åíèè òðåíäà), ïðèâåäåííûõ â êëàññè-

÷åñêîé è ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå [19 – 22], ïîêàçû-

âàåò ëó÷øóþ çíà÷èìîñòü êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ ÷
2 (êðè-

òåðèÿ Ïèðñîíà) ïðè èäåíòèôèêàöèè äëÿ sechk-ïëîò-

íîñòè â ñðàâíåíèè ñ ãàóññîâñêîé èëè ëàïëàñîâñêîé

ïëîòíîñòÿìè.

Ïîõîæèé ðåçóëüòàò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ è â ñëó-

÷àÿõ, êîãäà ìîäåëü äàííûõ èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà íå òðåáóåò îöåíèâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñàìîãî

ïàðàìåòðà. Îöåíèâàíèþ ïîäëåæàò ëèøü òåêóùèå åãî

èçìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü èçìåíåíèÿ:

óðîâíÿ øóìà â êàíàëå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè; íàãðóçîê

â ýëåêòðîñåòÿõ ïðîìûøëåííîãî îáîðóäîâàíèÿ; ïåðå-

äàííîãî èëè ïîòðåáëåííîãî ñåòåâîãî òðàôèêà; óðîâíÿ

����
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Ðèñ. 5. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: 1 — pk(x ), k = 1, u = 1; 2 —

p* (18), Äx = 1, ó
2

= 1

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0

z
x(
)
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1
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Ðèñ. 6. Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: 1 — z (x ) = th(x ); 2 —

zH (x ) = max{–1; min(x; 1)}



ñîöèàëüíîé àêòèâíîñòè â ãðóïïàõ, è ò.ï. Â ÷àñòíîñòè,

â ôèíàíñîâîé ñôåðå àäåêâàòíîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñà-

íèå ëîãàðèôìè÷åñêîé äîõîäíîñòè (ht = ln(st �st – 1), ãäå

st — êîòèðîâêè íåêîòîðîé öåííîé áóìàãè) ïîëó÷àåòñÿ

èìåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì sechk-ïëîòíîñòè. Íà ðèñ. 7

ïðèâåäåí ïðèìåð ãèñòîãðàììû ëîãàðèôìè÷åñêîé äî-

õîäíîñòè ïî èíäåêñó ÐÒÑ ïî 1000 îòñ÷åòàì âðåìåí-

íóãî ðÿäà (èñòî÷íèê: http:��www.rts.ru). Çäåñü æå

ïðåäñòàâëåíû òðè «ïîäõîäÿùèå» êðèâûå ïëîòíîñòåé

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé: 1 — ëàïëàñîâñêàÿ ïëîò-

íîñòü p0(x ); 2 — sechk-ïëîòíîñòü pk(x ); 3 — ãàóñ-

ñîâñêàÿ ïëîòíîñòü p
$
(x ). Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïî-

êàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ ãðóï-

ïèðîâàíèÿ [1, 23] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

9 9 9 9
2

2

1

2 2

3

2
< < <

êð
, ãäå 9

êð
2 — êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè ïðè çàäàííîì ÷èñëå

ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ýòî ñîîòíîøåíèå êðèòåðèåâ ÷
2 ñâè-

äåòåëüñòâóåò î áîëåå òî÷íîì è êà÷åñòâåííîì âåðî-

ÿòíîñòíîì îïèñàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ äàííûõ ðàñïðåäåëåíèåì ñ sechk-ïëîòíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå sechk-

ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàä-

íîé ñòàòèñòèêå â èíòåðâàëå çíà÷åíèé ýêñöåññà ã & [0,

..., 3]. Sechk-ïëîòíîñòü — îáîáùåííàÿ, ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x & (–$, $), ìèíèìè-

çèðóþùàÿ èíôîðìàöèþ Ôèøåðà íà êëàññå ïëîòíîñòåé

(òåîðåìà 1).

Ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì sechk-ïëîòíîñòè

àëãîðèòìû ÌÏ- è ÎØ-îöåíèâàíèÿ, âêëþ÷àÿ åñò-

åñòâåííî ñíèæåííûå îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåùåíèÿ

(òåîðåìà 2), ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè íà êëàññå ïëîò-

íîñòåé. Ïðèâåäåíû êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè êà-

÷åñòâà îöåíîê ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ sechk-ïëîò-

íîñòè. Â ñëó÷àå íåèçâåñòíîñòè ïàðàìåòðîâ sechk-ïëîò-

íîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû àäàïòèâíûå ñõåìû èõ

íàñòðîéêè.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû âîçìîæíîãî èñïîëüçîâà-

íèÿ sechk-ïëîòíîñòè ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î öåëåñîîá-

ðàçíîñòè åå ïðèìåíåíèÿ â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå.
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For an adequate probabilistic description of the objects of statistical research, it is convenient to use a

generalized probability density function that provides keeping the same mathematical model when the

density parameters that affect the function shape change. We present the definition of a generalized

sechk-density of probability distribution and the main characteristics: distribution function, characteristic

function, variance, kurtosis, differential entropy, Fisher information regarding the offset parameter. It is

shown that generalized sechk-density is a convenient probabilistic model that can be used in applied sta-

tistics in the range of excess values from zero to three. Sechk-density is a smooth function minimizing

Fisher’s information on the density class. The robust properties of the generalized sechk-density are stud-

ied as applied to the algorithm of estimating mixing with known and unknown density parameters. A

subclass of reduced robust estimation procedures — naturally lowered estimates — is introduced into the

consideration. The quantitative characteristics of the sensitivity to a large error and sensitivity to a change

in the asymptotic dispersion are presented. The considered examples of possible use of sechk-density al-

low us to speak about the expediency of its application in theoretical and applied statistics.

Keywords: sechk-density; robustness; non-linear transformation; robust estimation; underestimation;

sensitivity.
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