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СкРЕЩЕнноЕ  ПРоиЗВЕДЕниЕ  ТЕЛа  
кВаТЕРнионоВ  и  ЧЕТВЕРноЙ  ГРУППЫ

В. В. КУРСОВ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследована структура обобщенного скрещенного произведения произвольного тела кватернионов и четвер-
ной группы относительно системы факторов. Хорошо известно, что такое скрещенное произведение является 
полу простым кольцом. Показано, что при определенных условиях скрещенное произведение простой алгебры 
и ее группы внутренних автоморфизмов является простой центральной алгеброй. Отмечено, что при выяснении 
того, при каких условиях скрещенное произведение является алгеброй с делением, возникают трудности, связан-
ные в общем случае с анализом систем линейных уравнений, определенных над некоммутативными кольцами. 
В терминах анизотропных квадратичных форм приведены достаточные условия, при которых указанное скре-
щенное произведение является алгеброй с делением. Доказано, что такое обобщенное скрещенное произведение 
есть тензорное произведение двух тел кватернионов.

Ключевые слова: кватернион; тело кватернионов; четверная группа; скрещенное произведение; алгебра; ассо-
циативная алгебра; простая алгебра; алгебра с делением; система факторов; тензорное произведение.

A  CROSSED  PRODUCT  OF  A  SKEW  FIELD  
OF  QUATERNIONS  AND  FOUR-GROUP
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The article considers construction of generalized crossed product of an arbitrary quaternions skew field and Klein 
four-group relative to factor system. It is well known that such crossed product is semisimple ring. Under specific condi-
tions it is easy to show that crossed product of simple algebra and its inner automorphism group is central simple algebra. 
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Finding out the conditions under which the crossed product is division algebra we face to difficulties of general case 
linked to analysis of system of linear equations defined over non-commutative rings. In the terms of anisotropic quad-
ratic forms, there are sufficient conditions under those the crossed product of skew field of quaternions and four-group 
relative to factor system is division algebra. In addition, it is proved that the crossed product is the tensor product of two 
quaternions skew fields.

Key words: quaternion; quaternions skew field; Klein four-group; crossed product; algebra; associative algebra; simple 
algebra; division algebra; factor system; tensor product.

Классическое скрещенное произведение поля и его группы Галуа, впервые появившееся у Э. Нё-
тер, – один из наиболее эффективных инструментов при изучении конечномерных алгебр. Впослед-
ствии эта конструкция обобщалась с различных точек зрения [1; 2]. В ряде работ при определенных 
условиях была установлена полупростота и простота скрещенных произведений [3–5]. Доказательство 
того, что данное обобщенное скрещенное произведение является телом, – сложная задача, поскольку 
даже в специальных случаях не существует эффективных способов установления обратимости элемен-
тов скрещенного произведения.

В настоящей работе в терминах, относящихся к квадратичным формам, формулируются условия, 
при выполнении которых скрещенное произведение тела кватернионов и четверной группы Клейна 
является алгеброй с делением.

Пусть F – поле характеристики, отличной от 2 с мультипликативной группой F *. Для a, b ∈ F * 

через D
F

= 





a b,  обозначим тело кватернионов над F с базисными элементами 1, i, j, k как i 2 = a; 

j 2 = b; k 2 = – a b, при этом n : D F∗ ∗→  – гомоморфизм приведенной нормы. Четверная группа K e e e4
2 2= = = ={ }, , , , ,s t st st ts s t 

K e e e4
2 2= = = ={ }, , , , ,s t st st ts s t  может быть реализована как группа внутренних автомор-

физмов тела D: s = ( )Int i ;  t = ( )Int j ;  st = ( )Int k ;  e – тождественный автоморфизм; Int g x gxg x D g D( )( ) = ∈ ∈− ∗1, , .
Int g x gxg x D g D( )( ) = ∈ ∈− ∗1, , .  Пусть f K K F: 4 4× → ∗  – система факторов на K4 со значениями в F * [6]. Поскольку абе-

лева группа F x есть модуль с тривиальным действием группы K4, то систему факторов будем считать 
симметричной и нормализованной [7]:

f x y f y x, ,( ) = ( )  и f x e, ,( ) =1  где x y K, .∈ 4

Рассмотрим свободный левый D-модуль S = D + Dus + Dut + Dust с базисными элементами 1, us , ut , 
ust , который естественным образом превращается в ассоциативную алгебру относительно умножения, 
задаваемого по следующему правилу:

u u f x y u y K u u Dx y xy x
x
x= ( ) ∈ = ∈, , ; , ,4 l l l

где lx – действие автоморфизма x на элементе l. Назовем S K D f= ( )4, ,  обобщенным скрещенным произ-
ведением группы K4 и тела D относительно системы факторов f.

В этих обозначениях справедлива следующая лемма.
Лемма. Алгебра S является простой алгеброй размерности 16 над своим центром F.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Алгебра S является полупростой [3]. Рассмотрим в ней центральный элемент 

a = x0 + x1us + x2ut + x3ust , xi ∈ D. Поскольку для любого d ∈ D da = ad, мы получим равенства:

dx0 = x0 d,  dx1 = x1d s,  dx2 = x2d t,  dx3 = x3d st.

Отсюда следует, что x1 = f1i; x2 = f2  j; x3 = f3 k ; x0 , x1, x2 , x3 ∈ F. Поскольку aus = us a, симмет ричность си-
стемы факторов приводит к a = x0 + f1ius, по той же причине из условия aut = ut a следует, что a = x0 ∈ F. 

Лемма доказана.
Определение. Система факторов f K K F: 4 4× → ∗  называется согласованной со структурой тела 

D
F

= 





a b, ,  если выполнены условия

a s s b t t ab st stf F f F f F, ; , ; , .( ) ∉ − ( ) ∉ − ( ) ∉∗ ∗ ∗2 2 2

Пусть S1 = D + Dust – скрещенное произведение D с циклической группой, порожденной автомор-
физмом s t.



14

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics

Предложение. Пусть система факторов согласована со структурой тела D; квадратичная форма 
j a b st st1 0 1 2 3 0

2
1
2

2
2

3
2x x x x x x x f x, , , ,( ) = − − − ( )  анизотропна над F. Тогда центр P = F + Fkust алгеб-

ры S1 является полем, и S
P1 = 





a b,  есть тело кватернионов над P.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения, использованные при доказательстве леммы, показывают,  
что центр S1 имеет вид P = F + Fk ust. Покажем, что ненулевой элемент из P обратим в P. Пусть 
a = f0 + f1 kust ∈ P. Найдем подходящие x, y ∈ F так, чтобы выполнялось равенство

f f ku x yku0 1 1+( ) +( ) =st st ,

которое эквивалентно системе соотношений

f x f y f f x f y0 1 1 01 0− ⋅ ( ) = + =ab st st, , .

Данная система разрешима относительно x, y ∈ F, поскольку в силу согласованности системы факторов 
f f f0
2

1
2 0+ ⋅ ( ) ≠ab st st, . Таким образом, S1 будет простой алгеброй размерности 4 над полем P. Для 

ненулевого элемента a + bust ∈ S1 обратный элемент будем искать в виде x + yust для некоторых x, y ∈ D. 
Можно утверждать, что a ≠ 0 и b ≠ 0, так как в противном случае элемент a + bust обратим. Равенство 
a bu x yu+( ) +( ) =st st 1  эквивалентно системе соотношений

 ax by f ay bx+ ( ) = + =st stst st, , .1 0  (1)

Из равенств (1), ввиду предположения об a и b, получаем:

 y a bx a ba b f x= − − ( )( ) =− −1 1st st st st st, , .  (2)

Для данных a, b ∈ D находим x, y ∈ D* в (2), если только a ba b f− ( ) ≠−st st st st, 0  для любых ненуле-

вых a, b ∈ D. Предположим противное и получим 1 1 1= ( )( ) ( )− −a b a b f
st

st st, .  Обозначая x = a–1b ∈ D*, 
видим, что в теле D разрешимо уравнение, которое назовем характеристическим для автоморфизма st:

 x x st st x xst⋅ ( ) = ∈ ≠f D, , , .1 0  (3)

Пусть ненулевой элемент x = c0 + c1i + c2  j + c3k, ci ∈ F, удовлетворяет (3). Тогда, обозначая m n x st st= ( ) ( )− −1 1f , ,
m n x st st= ( ) ( )− −1 1f , ,  получим, что (3) эквивалентно следующему равенству:

 k c c i c j c k k c c i c j c k0 1 2 3
1

0 1 2 3+ + +( ) = − − −( )− m .  (4)

Равенство (4) дает систему соотношений
 c0 = m c0 ,  c1 = m c1,  c2 = m c2,  c3 = – m c3. (5)
Если в (5) c0 = c1 = c2 = 0, то в силу того, что c3 ≠ 0, получаем m = –1 и − ( ) = ∈− ∗ab st stf c F, ,3

2 2  что 
противоречит согласованности системы факторов. Если среди коэффициентов c0, c1, c2 есть ненулевой, 
то m = 1 и c3 = 0. В этом случае n x a b st st( ) = − − = ( )−c c c f0

2
1
2

2
2 1,  или c c c f0

2
1
2

2
2 1 0− − − ( ) =−a b st st, .  

Полученное равенство эквивалентно тому, что форма j a b st st1 0 1 2 3 0
2

1
2

2
2

3
2x x x x x x x f x, , , ,( ) = − − − ( )  

изотропна. Действительно, если x x x f x0
2

1
2

2
2

3
2 0− − − ( ) =a b st st,  и x3 = 0, то приведенная норма 

n h a b( ) = = − −0 0
2

1
2

2
2x x x  для ненулевого элемента h = x0 + x1i + x2  j ∈ D, что невозможно. В случае 

если x3 ≠ 0, то, разделив на x f3
2 2st st, ,( )  получим требуемое. Таким образом, уравнение (3) не имеет 

решений и S1 является телом. Окончательно имеем

S D Dku F Fi Fj Fk F Fi Fj Fk ku

F Fku F Fku
1 = + = + + +( ) + + + +( ) =

= +( ) + +

st st

st stt st st( ) + +( ) + +( ) =i F Fku j F Fku k

= + + + = 





P Pi Pj Pk
P

a b, .
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Основной результат статьи – следующая теорема.
теорема. Пусть система факторов f согласована со структурой тела D и выполнены следующие 

условия:
1) форма j a b st st1 0 1 2 3 0

2
1
2

2
2

3
2x x x x x x x f x, , , ,( ) = − − − ( )  анизотропна над полем F;

2) форма j s s b ab2 0 1 2 3 0
2

1
2

2
2

3
2y y y y y f y y y, , , ,( ) = − ( ) − −  анизотропна над квадратичным расшире-

нием F f− ( )( )ab st st,  поля F.

Тогда S K D f= ( )4, ,  является телом индекса 4 и представима в виде произведения двух тел кватер
нионов:

K D f
F

f f
FF4, , , , , ,

.( ) = 





⊗
( ) − ( )





a b a s s ab st st

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что S1 = D + Dus + Dut + Dust = S1 + S1us – скрещенное произ-
ведение тела S1 с циклической группой, порожденной автоморфизмом s. Рассуждая так же, как при 
доказательст ве предложения, получаем, что, если ненулевой элемент в S не имеет обратного, в теле S1 
характерис тическое уравнение относительно σ имеет ненулевое решение:
 x x s s x xs ⋅ ( ) = ≠ ∈f S, , , .1 0 1  (6)
Пусть x = c0 + c1i + c2  j + c3 k, ci ∈ P, – ненулевое решение в (6). Обозначая m n x s s= ( ) ( )− −1 1f ,  из (6), 
получаем соотношения:
 c0 = m c0, c1 = – m c1, c2 = m c2, c3 = m c3. (7)

Если в (7) c0 = c2 = c3 = 0, то из (7) следует, что a s sc f1
2 1 0= ( ) =−, , где c1 ∈ P; c1 ≠ 0, откуда a s sf P, .( ) ∈ ∗2  

Пусть t = x0 + x1k ust ∈ P, t ≠ 0, x0  x1 ∈ F; t f2 = ( )a s s, .  Отсюда следует, что

 x x k f f0
2

1
2 2+ ( ) = ( )st st a s s, ,  и x0  x1 = 0. (8)

Если в (8) x1 = 0, то x f0
2 = ( )a s s, ,  что противоречит согласованности системы факторов. Если x0 = 0, 

то получаем − ( ) = ( )ab st st a s sf x f, , .1
2  Для системы факторов имеет место равенство

f f f fs t st st s s t t, , , , .( ) ( ) = ( ) ( )2

Тогда предыдущее соотношение приводит к − ( ) ∈ ∗b t tf F, ,2  что противоречит согласованности си-
стемы факторов. Таким образом, в (7) среди c0, c2, c3 есть, по крайней мере, один ненулевой коэффици-
ент, поэтому m = 1 и с1 = 0. Значит, в характеристическом уравнении x = c0 + c1i + c2    j + c3 k имеет место 
равенство

c f c c0
2 1

2
2

3
2 0− ( ) − + =−s s b ab, .

Это означает, что форма j2 изотропна над полем P.
Пусть j s s b ab2 0 1 2 3 0

2
1
2

2
2

3
2 0y y y y y f y y y, , , , ;( ) = − ( ) − − =  y s t ku0 0 0= + st , y s t ku1 1 1= + st ,  y s t ku2 2 2= + st ,

y s t ku2 2 2= + st ,  y s t ku3 3 3= + st  и si , ti ∈ F, тогда предыдущее равенство эквивалентно системе соотношений

 
s f s s s f t f t t t0
2

1
2

2
2

3
2

0
2

1
2

2
2

3− ( ) − + − ( ) − ( ) − +s s b ab ab st st s s b ab, , , 22

0 0 1 1 2 2 3 3

0

0

( ) =

− ( ) − + =

,

, .s t f s t s t s ts s b ab
 (9)

Предположим теперь, что векторное пространство V = F 4 снабжено невырожденной симметричной би-
линейной формой j2 : ,V V F× →  задаваемой диагональной матрицей D f= − ( ) − diag 1, , , , .s s b ab  
Перепишем соотношения (9) в виде:

 
j ab st st j

j
2 0 1 2 3 2 0 1 2 3

2 0 1 2 3

0s s s s f t t t t

s s s s

, , , , , , , ,

, , , ;

( ) − ( ) ( ) =

tt t t t0 1 2 3 0, , , .( ) =
 (10)
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Пусть u s s s s= ( )0 1 2 3, , ,  и n = ( )t t t t0 1 2 3, , ,  – векторы из V. Если u – нулевой вектор, то n – ненулевой 
вектор и j n2 0( ) = ,  что невозможно в силу анизотропности j2. Аналогичное рассуждение справедливо 
и для вектора n. Таким образом, мы можем предполагать, что u и n – ненулевые и анизотропные векто-
ры. Из (10) следует, что они ортогональны относительно j2, значит, u и n линейно независимы.

Пусть теперь l m ab st st, , ,∈ − ( )( )F f  тогда

j l mn j l mn l mn l j m j n

l ab st st j n

2 2
2

2
2

2

2
2

u u u u

f

+( ) = + +( ) = ( ) + ( ) =

= ( )
,

, (( ) + ( ) = ( ) +( ) ( )m j n l ab st st m j n2
2

2 2
2f , .

Выберем в квадратичном расширении l m ab st st, ,∈ − ( )( )F f  так, чтобы l ab st st m2 2 0f , .( ) + =  

Тогда j l mn2 0u +( ) = ,  значит, ненулевой вектор w = lu + mn изотропен относительно j2, что противо-
речит условию.

Пусть теперь C DS ( ) – централизатор тела D в теле S. Тогда наблюдаем, что C D f f iu f ju f ku f FS i( ) = + + + ∈{ }0 1 2 3s t st .

C D f f iu f ju f ku f FS i( ) = + + + ∈{ }0 1 2 3s t st .  Обозначим a = ius , B = k ust. Тогда AB f ju= − ( )a st st t, .  Таким образом, 

C DS ( )  есть тело кватернионов с базисными элементами 1, a, B, aB. Этим обстоятельством заканчива-
ется доказательство теоремы [7].
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