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УДК 539.3

РЕШЕниЕ  оСЕСиММЕТРиЧноЙ  ПЛоСкоЙ  ЗаДаЧи  
ТЕРМоУПРУГоСТи  ДЛя  ВРаЩаЮЩЕГоСя  В  ТЕПЛоВоМ  ПоЛЕ 
ПоЛяРно-оРТоТРоПноГо  ДиСка  ПЕРЕМЕнноЙ  ТоЛЩинЫ 

МЕТоДоМ  инТЕГРаЛЬноГо  УРаВнЕния  
ВоЛЬТЕРРЫ  ВТоРоГо  РоДа
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пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

С помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода приводится в общем виде решение 
осесимметричной плоской задачи термоупругости для вращающегося в тепловом поле полярно-ортотропного 
диска переменной толщины. Предполагается, что температурное поле в диске известно и оно осесимметричное. 
Упругие постоянные – модули Юнга и модуль сдвига – линейно зависят от температуры, а коэффициенты Пуассо-
на считаются постоянными величинами. С применением функции напряжений осесимметричная плоская задача 
термоупругости сводится к решению дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэффи-
циентами. На контурах диска задаются постоянные усилия. Полученное дифференциальное уравнение сводится 
к линейному интегральному уравнению Вольтерры второго рода. Общее решение интегрального уравнения за-
писывается с помощью резольвенты. Указаны условия, при которых интегральное уравнение имеет единственное 
непрерывное решение. Для расчета сплошных дисков рассматривается диск с малым центральным отверстием, 

радиус которого менее 1
20

 радиуса внешнего контура, и выполнением условия равенства радиального и танген-

циального напряжений на внутреннем контуре. Приводятся расчетные формулы для компонент радиального, 
тангенциального напряжений и радиального перемещения.

Ключевые слова: полярно-ортотропный диск; неоднородное тепловое поле; температура; соотношения термо-
упругости; дифференциальные и интегральные уравнения; резольвента; радиальная и тангенциальная компонен-
ты напряжений; радиальное перемещение.
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With the help of linear Volterra integral equation of the second kind the solution of the axisymmetric plane thermo-
elasticity problem for a polar-orthotropic disk of variable thickness in the rotating thermal field is generally given. It is 
assumed that the temperature field in the disk is known and it is axisymmetric. The elastic constants – Youngʼs modulus 
and shear modulus – are linearly temperature dependent, and Poissonʼs coefficient are considered to be constant. With 
the stress function axisymmetric plane thermoelasticity problem is reduced to solving the differential equation of the 
second kind with variable coefficients. Constant efforts are set on the disc contours. The resulting differential equation is 
reduced to a linear integral Volterra equation of the second kind. The general solution of the integral equation is written 
down the resolvent is used. The conditions under which the integral equation has a unique continuous solution are given. 
To calculate the solid drives the disk with a small central hole the radius of which is less than 1

20
 of the radius of the 

outer contour and the implementation of the condition that the radial and tangential stresses in the domestic circuit is 
implemented. Calculation formulas are given for the component of the radial, tangential stress and radial displacement.

Key words: polar-orthotropic disc; inhomogeneous thermal field; temperature; ratio thermoelasticity; differential and 
integral equations; resolvent; radial and tangential stress components; radial displacement. 

С помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода приводится общее ре-
шение осесимметричной плоской задачи термоупругости для полярно-ортотропного кольцевого диска 
переменной толщины h r( ),  вращающегося вокруг нормальной оси с постоянной угловой скоростью w0 
в неоднородном тепловом поле. Диск при этом одновременно будет испытывать механическую дефор-
мацию от действия центробежных сил и температурную деформацию – от теплового поля [1]. Пред-
полагается, что температурное поле в диске известно и оно осесимметричное, т. е. зависит только от 
ра диуса r. Упругие постоянные – модули Юнга Er , Eq, модуль сдвига Gr q – линейно зависят от темпе-
ратуры T r( )  [2]:
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где E E Gr r
0 0 0( ) ( ) ( ), ,q q  – значения упругих постоянных при начальной температуре T0; g – параметр. Коэф-

фициенты Пуассона nr q , nq r будем считать постоянными величинами.
Диск изготовлен из материала, обладающего цилиндрической анизотропией, причем ось анизотро-

пии совпадает с геометрической осью диска, и в каждой точке тела имеются три взаимно ортогональ-
ные плоскости упругой симметрии. Внутренний радиус кольцевого диска обозначим r0 , а внешний – R. 
Толщина диска h r( )  меняется вдоль радиуса r по заданному закону и на внутреннем контуре равна h0.

Введем цилиндрическую систему координат r, q, z, поместив начало в точке пересечения оси анизо-
тропии со срединной плоскостью диска. Ось вращения диска совпадает с осью анизотропии. 

Выделим из диска двумя меридиональными плоскостями, образующими с координатной плос-
костью rz углы q и q + dq, и двумя цилиндрическими поверхностями радиусами r и r + dr, нормаль-
ными к срединной плоскости, бесконечно малый элемент диска. Запишем уравнение равновесия этого 
элемента в случае осесимметричной деформации [3]:
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где s sqr r r( ) ( ),  – радиальная и тангенциальная компоненты напряжений соответственно; r – плот-
ность композитного материала диска. Касательные tr q = tq r напряжения в диске в этом случае отсут-
ствуют.

Для первой основной задачи теории упругости граничные условия имеют вид

s sr rr p R p0 0 1( ) = − ( ) =, ,

где p0 , p1 – постоянные краевые нагрузки.
Радиальная sr r( )  и тангенциальная sq r( )  компоненты напряжений связаны с функцией напряже-

ний yT r( )  соотношениями [4]:
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Подстановка выражений (2) в уравнение равновесия (1) обращает его тождественно в нуль.
Соотношения термоупругости в полярных координатах для цилиндрически ортотропного тела 

в случае осесимметричного плоского напряженного состояния есть [1]
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q ; Θ Dr r rr T T r T T T r( ) = ( ) ( ) −( ) = ( ) ⋅ ( )a a0  – радиальная температурная деформация; 

Θ Dq q qa ar T T r T T T r( ) = ( ) ( ) −( ) = ( ) ⋅ ( )0  – тангенциальная температурная деформация; a aqr T T( ) ( ),  – 
радиальный и тангенциальный коэффициенты линейного температурного расширения материала соот-
ветственно, зависящие в общем случае от температуры T r( );  DT r T r T( ) = ( ) −( )0  – перепад температур, 
T0 – начальная температура (обычно T0 = 273 К (0 °C) или T0 = 293 К (20 °C)).

Для полярно-ортотропного тела справедливо соотношение 
n nq q

q

r

r

r

E T E T( ) = ( ) .

Уравнение совместности деформаций имеет вид
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Подставляя выражения (2) в соотношения (3), а затем деформации, выраженные через функцию 
напряжений, в уравнение (4), получим дифференциальное уравнение второго порядка с переменными 
коэффициентами для функции напряжений yT r( ),  описывающей осесимметричное термоупругое на-
пряженное состояние полярно-ортотропного диска переменной толщины, вращающегося в неодно-
родном тепловом поле:
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(5)

где g g q
* ( )= E 0 .

Приведем дифференциальное уравнение (5) к соответствующему линейному интегральному урав-
нению Вольтерры второго рода [5].
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Полагаем 
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Последовательно интегрируя выражение (6), получим
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Здесь использовались соотношения (2) и формула Дирихле:
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Подставляя в уравнение (5) вместо функции напряжений yT r( )  и ее производных правые части вы-
ражений (6), (7), получим искомое линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода:
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 – свободный член интегрального уравнения. Значения напряжений sr r0( ),  sq r0( )  

на внутреннем контуре диска определяются из граничных условий.
Общее решение линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода (8) записывается с по-

мощью резольвенты R r sT( ) ( ), ; l  в виде [5]

 j l lT
T

r

r

T Tr R r s f s ds f r( ) = ( ) ( ) + ( )( )∫ , ; .
0

 (9)

Здесь функция R r sT( ) ( ), ; l  определяется функциональным рядом

R r s K r sT m

m
m
T( )

=

∞

+
( )( ) = ( )∑, ; , ,l l

0
1

который для непрерывных ядер K r sm
T( ) ( ),  сходится абсолютно и равномерно.

Повторяющиеся, или итерированные, ядра K r sm
T( ) ( ),  определяются по следующим рекуррентным 

формулам: 
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Если свободный член f rT ( )  непрерывен в r R0, ,[ ]  а ядро K r sT( ) ( ),  непрерывно при r0 ≤ r ≤ R, 
r0 ≤ s ≤ r, то линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода (8) имеет при любом параметре 
l l ≠( )0 единственное непрерывное решение, определяемое формулой (9).

Отметим, что интегральные уравнения Вольтерры второго рода можно решать и другими аналити-
ческими и численными методами, указанными, например, в работе [6].

При расчете сплошного полярно-ортотропного диска переменной толщины рассматривают диск 

с малым центральным отверстием r R0
1
20

≅  и принимают на его внутреннем контуре s sqr r r0 0( ) = ( ) [7].

Радиальная sr r( )  и тангенциальная sq r( )  компоненты напряжений и радиальное перемещение 
u r( )  во вращающемся в неоднородном тепловом поле полярно-ортотропном диске переменной толщи-
ны рассчитываются по следующим формулам:

 s j s sqr T
r

r

rr
rh r

r s s ds h r r r h r r h( ) = ( ) −( ) ( ) + ( ) ⋅ −( ) + ( ) −∫
1

0 0 0 0 0 0 0
0

rrw0
2
0
2

0r r r−( )











;  (10)

 s j s rw rwq qr
h r

s ds h r h r r h rT
r

r

( ) = ( ) ( ) + ( ) + ( ) −









∫

1
0 0 0

2 2
0 0

2
0
2

0



;  (11)

 
u r

E T h r
r s s ds hr r T r

r

r

( ) = ( ) ( ) −( ) +  ( ) + −( )





∫

1 1 1
0

0
q

q q qn n j n ss n s s

rw n n

q q q

q q

r r h r r r

h r r r

r r

r r

0 0 0 0 0

0
2 3 1

( ) + ( ) − ( )  +

+ ( ) − −( ) + rr h r r T T r T0 0 0
2
0
2

0 





+ ⋅ ( ) ( ) −( )rw aq .

 

(12)

В этих формулах уже используется первое граничное условие sr r p0 0( ) = − .  Неизвестная постоянная 
sq r0( )  находится из второго граничного условия sr R p( ) = 1.

Приведенные формулы (10) – (12) полностью определяют напряженно-деформированное состояние 
вращающегося в неоднородном тепловом поле профилированного анизотропного кольцевого диска.
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