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НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ  

Д. М. Костян 
Свойства решений уравнений Пенлеве изучались с различных точек 

зрения (см. на пример [1] � [5]) , хотя первоначально они были открыты 
из классификации Пенлеве обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка 
 ( , , )w R z w w′′ ′= ,  (1) 
где функция ( , , )R z w w′  является рациональной по w, w′  и локально-
аналитической по z, без подвижных критических точек (свойство Пенле-
ве) [6]. Наличие свойства Пенлеве у уравнений и систем тесно связано с 
их интегрируемостью [7]. В настоящее время уравнения Пенлеве имеют 
широкие приложения в теории изомонодромной деформации линейных 
систем, теории абелевых интегралов и алгебраической геометрии, теории 
случайных матриц, а также они нашли различные физические приложе-
ния. 
Рассмотрим уравнение 4 2( )P%  

 (4) 2 2 5 310 10 ( ) 6 β( 2 ) 2γ αw w w w w w zw w w w′′ ′ ′′= + − + − − − + ,  (2) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a α,β,γ C∈  � 
параметры. 
Теорема 1 [3]: Пусть ( ,α,β,γ)w w z=  решения уравнения 4 2( )P% , тогда 

Беклунд-преобразования 

 2
2: (2α 1) (2 [ ] )T w w w L w w z′→ = − + + − − −%% ,  (3) 

 1 2
2: (2α 1) (2 [ ] )T w w w L w w z− ′→ = − + − − −%%% % % %   (4) 

задают решение уравнения 4 2( )P% , где (α,β,γ) (α 1,β,γ)= +%% % , 

2[ ] 3 β γL u u u u′′= + + +% . 
Теорема 2 [3]: Уравнение 4 2( )P%  имеет рациональное решение 

( )w w z= , тогда и только тогда, когда α Z∈ . Для всех таких α  существу-
ет единственное рациональное решение. 
Так как 0w =  является решением уравнения 4 2( )P%  то, воспользовав-

шись Беклунд-преобразованиями T, 1T − , найдем для него рациональные 
решения при всех α Z∈ . При γ 0= для α 1, 2, 3= ± ± ±  они имеют вид: 
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Теорема 3: Для уравнения 4 2( )P%  при α {0, 1,..., 9}∈ ± ±  число полюсов 
m удовлетворяет соотношению 2αm = . 
Теорема 4: Для уравнения 4 2( )P%  при α {0, 1,..., 4}∈ ± ±  вычеты полюсов 

удовлетворяет соотношению 
0 1 1( ) , { 1}z zres w z c c= − −= ∈ ± . 

Рассмотрим первый член иерархии Каупа-Купершмидта � уравнение 
4 2( )K% , которое записывается следующим образом 

 (4) 2 2 55 5 5 ( ) (λ α) γ 0w w w w w w w w z w′′ ′ ′′ ′= − + − + + + = ,  (5) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a α,γ,λ C∈  � 
параметры. 
Теорема 5 [4]: Беклунд-преобразования для уравнения (5) имеют вид:  

 1 1: (2γ λ) (2 [ ]),T w w w D w→ = − +%   (6)  

где  γ γ λ,λ λ,α α= − − = =% %% , и  
3 2 2 4

ε
3ε 1 3ε 9 5 3ε 3ε 1 1 3ε[ ] ( ) (λ α)

2 4 2 4 4
D w w ww w w w w z+ − − − −′′′ ′ ′= − − + + + + +  

 2 2: 2(γ λ) 2 [ ]T w w w D w→ = − −% ,  (7) 

где ααλλλγγ ==+−= ~,~,2~ . 
Если применить композицию отображений (6), (7) 12TTT = , то соот-

ношение параметров будет ααλλλγγ ==+= ~,~,3~ , при этом преобразо-
вание 21

1 TTT =− , ααλλλγγ ==−= ~,~,3~  и 1 1T T TT I− −= = . Так как 0=w  
решение уравнения )~( 24K , то с помощью преобразования 1T  получаем, 
что )( zw λαλ +=  при 1−=λγ  решение уравнения )~( 24K . Далее, при-
меняя к ним T , 1−T , получим рациональные решения для всех 

13 −= nλγ  и n3=λγ , где Zn∈ . 
Пусть m  � число полюсов уравнения )~( 24K . При 3=λγ  � 1=m ,  при 

5=λγ  � 10=m , при 6=λγ  � 6=m , при 9=λγ  � 36=m . 
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На следующих рисунках изображен модуль рационального решения  
уравнения )~( 24K  на комплексной плоскости при 6=λγ  (рис. 1) и 

9=λγ  (рис. 2). 
Матричные аналоги уравнений Пенлеве могут возникать в ситуациях 

и моделях, аналогичных тем, в которых возникают скалярные уравнения 
Пенлеве. Однако это не всегда справедливо [8],[9]. 
Уравнение Риккати имеет вид 

 γβα ++=′ www 2 ,  (8) 
где w � неизвестная функция, зависящая от переменной z, a C∈γβα ,, � 
параметры.  
Запишем уравнение (8) в матричном  виде для матриц nn× , Nn∈  

 GzBWzAWzW ++=′ )()()( 2 ,  (9) 
где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, 

}{},{},{ ,,, jijiji GBA γβα ===  � nn×  матрицы комплексных параметров. 
Матричные уравнения Пенлеве существенно отличаются от скаляр-

ных и, по-существу, являются объектами нового типа, требующие от-
дельного изучения [8], [9]. Уравнение (8) в невырожденном случае в ска-
лярной записи представляет собой систему из 2n  уравнений. 
Исследуя матричное уравнение Риккати при помощи теста Пенлеве-

Ковалевской на свойство Пенлеве, было установлено, что для матриц 
22× , для любых значений параметров A, B, G система уравнений (9) 

проходит тест Пенлеве-Ковалевской. 
Второе матричное уравнение Пенлеве имеет вид 

 AzzWzWzW ++=′′ )()(2)( 3 ,  (10) 
где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, }{ , jiA α=  � 
nn×  матрица комплексных параметров. Для матриц размера 22×  не со-

 
Рис 1 Рис 2 
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держащих нулей необходимым условием на наличие свойства Пенлеве (а 
так же достаточным для прохождения теста Пенлеве-Ковалевской) явля-
ется условие EA λ= , где E  � единичная 22×  матрица. Если искомая 
матрица )(zW  содержит нулевые элементы, тогда скалярные уравнения 
(10) проходят тест Пенлеве-Ковалевской при 0≠A , только если ненуле-
вые элементы содержатся лишь на главной диагонали. 
Для второго матричного уравнения Пенлеве размера 33×  индексы 

Фукса (номера коэффициентов в разложении решения в ряд Лорана при 
которых коэффициенты не определяются) равны -1 � кратности 2, 0 � 
кратности 6, 1 � кратности 1, 2 � кратности 1, 3 � кратности 6, 4 � 
кратности 2. 
Матричные уравнения )~( 24P  и )~( 24K  имеют вид 
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где )}({)( , zwzW ji=  � искомая nn×  матрица-решение, ,{α },i jA =   

,{β },i jB =  ,{γ }i jG =  � nn×  матрицы комплексных параметров. Матрич-

ные уравнения )~( 24P  и )~( 24K  не проходят тест Пенлеве-Ковалевской, ис-
ключая случай, когда система уравнений (11) и (12) распадается на сис-
тему из двух независимых скалярных уравнений. 
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ЗАМКНУТЫЕ НАСЛЕДСТВЕННЫЕ СВОЙСТВА ГРАФОВ, 
ИХ ПРИВОДИМОСТЬ 

О. В. Максимович 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

В этой статье рассматриваются конечные неориентированные графы 
без петель и кратных ребер, различаемые с точностью до изоморфизма. 
Граф G  называется суперграфом графа H , если H  является индуци-

рованным подграфом в G  )( GH ≤ . 
Определим две операции на множестве графов. Пусть 1G  и 2G  произ-

вольные графы и 21 VGVG ∩  пусто. Граф G  назовем дизъюнктным объе-
динением графов 1G  и 2G , если 21 VGVGVG ∪=  и 21 EGEGEG ∪= . Граф 
G  назовем соединением графов 1G  и 2G , если 21 VGVGVG ∪=  и множе-
ство его ребер состоит из ребер графов 1G , 2G  и всех ребер, один конец 
которых принадлежит 1VG , а другой � 2VG . 
Пусть Γ  это множество всех простых графов. Произвольное подмно-

жество P  множества Γ  называется теоретико-графовым свойством. 
Граф G  обладает свойством P , если PG∈ . Свойство P  называется на-
следственным, если для всех графов G  из P  истинна импликация 

PHGH ∈⇒≤ . 
Будем говорить, что множество I  графов характеризует свойство P  

в терминах запрещенных индуцированных подграфов, если PG∈  тогда и 
только тогда, когда ни один из индуцированных подграфов графа G  не 
принадлежит множеству I . Широко известны следующие два факта: 
Теорема 1. 
1. Наследственные свойства и только они могут быть в точности 

охарактеризованы в терминах запрещенных индуцированных подграфов. 
2. Для данного наследственного свойства P  минимальным множе-

ством запрещенных индуцированных подграфов является множество 
графов G  обладающих следующими свойствами: 

■ PG∉ . 
■ Любой индуцированный подграф графа G , отличный от него 
самого, обладает свойством P . 


