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вее материал к температурному полю, т.е. при минимальном коэффици-
енте теплового расширения. При этом температура и толщина слоев не 
изменяются. Из зависимости термических перемещений слоев от их 
толщин, когда температура и коэффициенты теплового расширения ма-
териалов слоев постоянны, сделан вывод, что термические перемещения 
каждого отдельно взятого слоя не зависят от его толщины, что не проти-
воречит принятым в ходе решения задачи предположениям. Зависимость 
термических перемещений слоев от коэффициента теплового расшире-
ния ауксетичного материала, из которого состоит верхний слой, когда 
температура, толщина слоев и коэффициент теплового расширения не-
ауксетичного материала являются константами, демонстрирует то, что 
при определенных значениях коэффициента теплового расширения аук-
сетичного слоя возможно получение нулевых термических перемещений. 
Таким образом, цель работы была успешно достигнута. Были получе-

ны условия, при которых возможно получение материала с нулевым ко-
эффициентом теплового расширения. В процессе работы над решением 
данной проблемы возникли новые вопросы, поставлены новые цели, на 
достижение которых будет направлена наша дальнейшая деятельность. 
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изучались в [1] в классе сильных решений. В данной работе такие диф-
ференциально-операторные уравнения исследуются в классе слабых ре-
шений при несколько других предположениях и, в частности, при со-
пряженных вложениях областей определения соответствующих сопря-
женных операторов в точках разрывов. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В гильбертовом пространстве H  со скалярным произведением ( , )⋅ ⋅  и 
нормой | |⋅  рассмотрим задачу Коши для дифференциально-операторного 
уравнения: 

 ℒ ( ) ( ) , ]0, [dut u A t u f t T
dt

≡ + = ∈ ,  (1) 

с начальным условием 
 0(0)lu u u H≡ = ∈ ,  (2) 

где u  и f  � функции переменной t  со значениями в H  и 
( ),  [0, ],A t t T∈ � линейные неограниченные операторы в H с зависящими 

от t областями определения ( ( )).D A t  
Предполагаем, что ( )A t  удовлетворяют следующим условиям. 

.I  Операторы ( )A t  замкнуты в H  и при каждом [0, ]t T∈  выполняют-
ся неравенства: 
 2 2

( ) 0 1[ ] Re( ( ) , ) | | ( ( )),tu A t u c u u c u u D A t≡ + ≥ ∀ ∈   (3) 

 2 2
0 1 0 1( )

Re( *( ) , ) | | ( ( )),   0,   0,
t

v A t v c v v c v v D A t c c≡ + ≥ ∀ ∈ ≥ ≥   (4) 

где * ( )A t  � сопряженные операторы в H  к операторам ( )A t  и ( * ( ))D A t  
� их области определения.  

.II  На каждом частичном интервале 1[ , [, 0,i i iI t t i m+= = , разбиения 

0

[0, [ ,
m

i
i

T I
=

=C  где 0 10, ,mt t T+= =  существуют максимально диссипативные 

операторы ( )B t  в H  с зависящими от t  областями определения ( ( ))D B t  
такие, что при почти всех ]0, [t T∈  операторы * ( )A t  подчинены сопря-
женным операторам * ( )B t  операторов ( )B t  с областями определения 

( * ( ))D B t , т. е.  

 2, 2,| * ( ) | | * ( ) | ( * ( )), 0, 0, .i iA t v c B t v v D B t c i m≤ ∀ ∈ > =  
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При каждом it I∈  операторы ( )B t  имеют ограниченные обратные 
1( )B t− , у которых сопряженные операторы 1( ( ))*B t− ∈ ( ,iL I∞ Λ ( ))H  силь-

но непрерывны по t  в H  и при почти всех it I∈  имеют ограниченную 
сильную производную 1( ( )) * / ( ,id B t dt L I−

∞∈ Λ ( ))H  и пределы 

 
1 1

1
20

( ( )) *limRe , ( ) , 0 ( , ),
i

i

t

i t
t

d B tv B t v v dt v L I H
dt
ε

εε

+ −
− +

→

 
= ∀ ∈ 

 
∫   (5) 

 ( )
1 1

1 1 2
3, 20

limRe *( )( ( )) * ( ) , | | ( , ),
i i

i i

t t

i i t
t t

A t B t B t v v dt c v dt v L I Hε εε

+ +
− − +

→
− ≤ ∀ ∈∫ ∫   (6) 

где 3, 0ic ≥  и 1 1( ( ))* ( *( ))B t I B tε ε− −= −  � сопряженные сглаживающие опе-
раторы к сглаживающим операторам 1 1( ) ( ( )) , 0.B t I B tε ε ε− −= − >  

.III При всех it I∈  обратные 1( )A t−  операторов ( )A t  сильно непрерыв-
ны по t  в H , при почти всех it I∈  в H  имеют сильную производную 

1( ) / ( ,idA t dt L I−
∞∈ Λ ( )1( )),   ( ) ( ) / ( ,iH A t dA t dt L I−

∞∈ Λ ( , ))tH H+ , 

0, 1i m= - , и в точках разрыва it  операторов 1( )B tε
−  справедливы вло-

жения 

 ( * ( 0)) ( * ( 0)), 1, .i iD B t D A t i m+ ⊂ − =   
Докажем корректность поставленной задачи Коши (1), (2) в классе 

слабых решений. 

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ 

Сначала введем нужные пространства и дадим определение слабых 
решений задачи Коши (1), (2). Пусть tH −  и *

tH − � антидвойственные 
гильбертовы пространства к гильбертовым пространствам tH +  и *

tH + , ко-
торые получаются замыканием множеств ( ( ))D A t  и ( * ( ))D A t  по эрми-
товым нормам ( )[ ] t⋅ и 

( )t
⋅  из (3) и (4) соответственно. Обозначим про-

странства Η -
2 (]0, [, ),tL T H −= Η 2 (]0, [, ),L T H=  Η*- *

2 (]0, [, ).tL T H −=  
Определение 1. Функция u ∈Η называется слабым решением задачи 

Коши (1), (2) для f ∈Η*-  и 0u H∈ , если имеет место тождество 

 ( ) ( )0( )
0 0

( ), * ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) , (0)
T T

t
du t A t t u t dt f t t dt u
dt
ϕϕ ϕ ϕ  − = +  

  ∫ ∫  
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для всех {ϕ ϕ∈Φ = ∈Η: ( ) ( * ( )),  [0, ];t D A t t Tϕ ∈ ∈  слабая производная 
/ ,  * ( )d dt A tϕ ϕ ∈Η, ( ) 0Tϕ = }, где 

( )
,

t
⋅ ⋅  � полуторалинейные формы ан-

тидвойственности между *
tH +  и *

tH − .  
Верны следующие теоремы существования и единственности реше-

ний. 
Теорема 1. Если выполняется условие ,I  то для каждых f ОΗ*-  и 

0u HО  существует слабое решение u ОΗ задачи Коши (1), (2). 
Доказательство состоит в применении проекционной теоремы из [2] 

в пространствах F  с нормой 
1/ 2

2 2
( )

0

| | | | | | ( ) | (0) |
T

tt dtj j j
ж цчз чз= + чз чз чзи ш
т и 

F = Η к форме ( ) ( ){ }02 *

0

( , ) ( ), ( ) ( ) ( ),
T

c t dE u e u t A t t u t dt
dt
jj j= -т  и 

функционалу ( )0( )
0

( ) ( ), ( ) , (0)
T

tL f t t dt uj j j= +т . 

Теорема 2. Если выполняются условия I III- , то для каждых f О 
Η*-  и 0u HО  слабое решение u ∈Η задачи Коши (1), (2) единственно. 
Доказательство. Пусть u ОΗ � слабое решение задачи Коши (1), (2) 

при 0f =  и 0 0u = . Тогда справедливо тождество 

 ( ){ }*
0

( ( ), ( ) ( )) ( ), 0 .
T du t A t t u t dt

dt
jj j- = " О Fт   (7) 

Докажем, что 0u =  в Η. Для этого достаточно показать, что 0u =  
при почти всех t  на каждом интервале , 0,iI i m= . Сначала убедимся в 

том, что 0u =  почти всюду на 0 1[0, [I t= . В тождестве (7) можно поло-
жить 1 *( ( ))B t hej -=  для , /h dh dt" ОΗ 1, ( ) 0h t t t= " і . Из условия II  

вытекает, что j О F . В результате этой подстановки получаем равенство 

 ( ) ( )
1 1 1 *

1 * 1 *

0 0

( ( ))( ) ( ), ( ), ( )( ( )) ( ),
t t

dh d B tB t u t u t A t B t h u t h
dt dt

e
e e

-
- -й ж цщчзк ъ= - чз ччзк ъи шл ы

т т . (8) 

В нем интегрируем по t  один раз по частям, его распространяем пре-
дельным переходом на h ОΗ, полагаем ( ) 1( )c T th e B t ue

- -= , берем удво-
енную вещественную часть и имеем неравенство  
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( )

1 1

1

( ) 1 2 * 1 * 1

0 0

1 *
( ) 1

0

| ( ) | 2 Re ( ), ( )( ( )) ( )

( ( ))2 Re , ( ) .

t t
c T t

t
c T t

c e B t u dt u t A t B t B t u dt

d B te u B t u dt
dt

e e e

e
e

- - - -

-
- -

Ј - +

ж цчз+ чз ччзи ш

т т

т
 (9) 

В неравенстве (9) переходим к пределу при 0e ®  и ввиду предполо-

жений (5), (6) приходим к оценке 
1

( ) 2
3,0

0

( ) | | 0
t

c T tc c e u dt-- Јт . Отсюда 

при 3,0c c>  следует, что 0u =  почти всюду на 0I . 
Теперь убеждаемся в том, что 0u =  почти всюду на 1 2[ , [t t . Для этого 

в тождестве (7) полагаем 

 

0 1

1 *
1 2

2

( ), [0, [,

( ) ( ( )) , [ , [,

0, ,

u t t t

t B t h t t t

t t
ej -

м Опппп= Онппп іпо

$

  (10) 

где h  � любые функции из Η, для которых 
2 1 2/ (] , [, ), ( ) 0dh dt L t t H h tО =  при 1 2t t t< Ј , а 0 ( )u t$  � решение обрат-

ной задачи Коши : 

  0
0 0

* 1 *
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) 0, 0 ;   ( ) ( ( 0)) ( ).du t A t u t t t u t B t h t
dt e

-- = < < = +
$ $ $  

В силу условия III  принадлежность функций 0 ( )u t$  множеству глад-
ких решений доказывается с помощью теоремы гладкости из [1]. Таким 
образом, после подстановки функций j , определяемых формулой (10) в 
(7), получим равенство вида (8) с интегралами по 1 2[ , [t t  вместо 1[0, [t . Да-
лее теми же рассуждениями доказывается, что 0u =  почти всюду на 

1 2[ , [t t . Аналогично показывается, что 0u =  на каждом 
1[ , [, 2,i i iI t t i m+= = .  
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