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Теперь начнем строить независимое множество максимального веса с 
пустого множества. Выбирая каждый следующий элемент kx  жадным ал-
горитмом, нам необходимо будет только проверить, чтобы указатель на 
k-ой позиции характеристического вектора значения функции f на по-
строенном ранее множестве },...,,{ 21 laaa  был ненулевым. Если указатель 
нулевой, мы пытаемся выбрать следующий элемент из X, иначе мы до-
бавляем новый элемент kx  к множеству },...,,{ 21 laaa  и переходим по соот-
ветствующей ссылке. Очевидно, что для выяснения, является ли множе-
ство },,...,,{ 21 kl xaaa  независимым, нам необходимо время O(1). Таким об-
разом трудоемкость жадного алгоритма составит O(n) при затратах памя-
ти O(mn). Время, необходимое для построения приведенной структуры 
данных из списка баз матроида при использовании хеш-таблицы для 
хранения характеристических векторов, пропорционально O(mn). Поэто-
му использование данной структуры данных целесообразно, если необ-
ходимо решить несколько оптимизационных задач на одной и той же 
матроидной структуре с различными весовыми функциями. В этом слу-
чае время решения k задач составит O((m+k)n). 
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ИНВАРИАНТНЫЕ РИМАНОВЫ МЕТРИКИ 
И КАНОНИЧЕСКИЕ f-СТРУКТУРЫ НА 

ФЛАГОВОМ МНОГООБРАЗИИ SO(n)/SO(2)×SO(n-3) 

А. С. Сакович 

Многообразие ориентированных флагов ( ) / (2) ( 3)SO n SO SO n× −  
( 4n ≥ ) представляет собой однородное Φ -пространство [1], которое мо-
жет быть порождено автоморфизмами любого четного порядка 4k ≥ . 
Поэтому, согласно результатам работы [2], на нем существует опреде-
ленный запас канонических f -структур. Более того, оказывается, что все 
инвариантные римановы метрики на этом многообразии с точностью до 
положительного множителя определяются парой положительных дейст-
вительных чисел ( , )s t . В данной работе мы дадим ответ на следующий 
вопрос: при каких условиях каноническая метрическая f -структура на 
однородном Φ -пространстве ( ) / (2) ( 3)SO n SO SO n× −  порядка 6k =  
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принадлежит классам 1G f , NKf  и Kill f  обобщенной эрмитовой гео-
метрии. 

f-СТРУКТУРЫ И ИХ КЛАССЫ 

Пусть M  � связное гладкое многообразие, )MX(  � алгебра Ли глад-
ких векторных полей на M . Напомним, что аффинорной структурой на 
M  называется гладкое тензорное поле типа (1,1). Особо отметим сле-
дующие аффинорные структуры классического типа: почти комплекс-
ную структуру ( 12 −=J ) и f -структуру ( 03 =+ ff ). 

Как известно, почти эрмитовой структурой на многообразии M  на-
зывается пара тензоров ),( gJ , где J  � почти комплексная структура, 

⋅⋅= ,g  � (псевдо-)риманова метрика, причем YXJYJX ,, =  для лю-
бых векторных полей X  и Y  на M . Из 16 классов почти эрмитовых 
структур, указанных в работе [3], приведем следующие (с соотношения-
ми, которые их определяют): 

• келеровы структуры (K ): 0=∇J , 
• приближенно келеровы структуры ( NK ): 0)( =∇ XJX , 
• 1G -структуры ( )1G : 0))(()( =∇−∇ JXJXJ JXX . 
Здесь ∇  � связность Леви-Чивита (псевдо-)риманова многообразия 

M . 
В обобщенной эрмитовой геометрии (см. [4]) центральным объектом 

является метрическая f -структура � пара ( , )f g , где f  � f -структура, 
согласованная с (псевдо)римановой метрикой ⋅⋅= ,g  следующим обра-
зом: , , 0fX Y X fY+ =  для любых гладких векторных полей X  и Y  на 
M . Очевидно, это понятие является обобщением приведенного выше 
определения почти эрмитовой структуры.  

Некоторые классы обобщенной эрмитовой геометрии выделяются на 
основании свойств присоединенной Q -алгебры � модуля ( )MX  с опера-
цией ∗ , определенной по формуле ),( YXTYX =∗ , где T  � тензор типа 
(2,1), называемый композиционным (см. [4]). В [4] также было показано, 
что на метрическом f -многообразии такой тензор всегда существует, 
причем его можно задать в явном виде: 

 )))(())(((
4
1),( 2

2 YfffYffYXT XffX ∇−∇= .  

Антикоммутативность Q -алгебры ( 0),( =XXT ) определяет класс 
1G f -структур, который обозначается как 1G f . Легко видеть, что в част-



 

 202

ном случае Jf =  определение 1G f -структуры совпадает с определением 
1G -структуры. Отметим также классы киллинговых f -структур (Kill f ) 

[5] и приближенно келеровых f -структур или NKf -структур ( NKf ) [6]. 
Они определяются соотношениями ( ) 0X f X∇ =  и 0)( =∇ fXffX  соот-
ветственно. Нетрудно убедиться в том, что при Jf =  эти классы совпа-
дают с классом NK , а также в том, что имеют место следующие включе-
ния: ⊂ ⊂ 1Kill f  NKf  G f . 

Перейдем к инвариантным f -структурам на однородных простран-
ствах. Как известно, однородные регулярные Φ -пространства обладают 
большим запасом канонических аффинорных структур, в том числе и f -
структур [2]. 

Введем обозначение 

 
, 2 1,

1, 2 .
n k n

u
n k n

= +
=  − =

  

Теорема 1 [2]. Пусть /G H  � однородное Φ -пространство порядка 
k  ( 3k ≥ ). Все нетривиальные канонические f -структуры на /G H  могут 
быть заданы операторами  

 ( )
1 1

2 2sin
u u

m k m
j

m j

mjf
k k

πξ θ θ −

= =

 
= −  

 
∑ ∑ ,  

где { }1,0, 1jξ ∈ − , uj ,...,2,1= , причем среди чисел jξ  есть отличные от 
нуля. 

Детализируем этот результат для автоморфизма порядка 6k = . 
Следствие 1. На однородном Φ -пространстве порядка 6  существу-

ют (с точностью до знака) следующие канонические f -структуры 

 51
1 3
( ) ( )f θ θ θ= − ,  

 2 4 51
2 2 3
( ) ( )f θ θ θ θ θ= − + − ,  

 2 4 51
3 2 3
( ) ( )f θ θ θ θ θ= + − − ,  

 2 41
4 3
( ) ( )f θ θ θ= − .  
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МНОГООБРАЗИЕ ОРИЕНТИРОВАННЫХ ФЛАГОВ 
SO(n)/SO(2)×SO(n-3) 

Напомним, что ),/( gHG  называется естественно редуктивным, если 
для всех , ,X Y Z ∈ m  выполняется ([ , ] , ) ( ,[ , ] )g X Y Z g X Y Z=m m , где ин-
декс m  обозначает проекцию на m  относительно редуктивного разло-
жения. Если G  � полупростая группа Ли и HG /  является регулярным 
Φ -пространством, то на нем существует [1] естественно редуктивная 
псевдориманова метрика, порождаемая формой Киллинга, которую далее 
будем обозначать через 0g . 

Рассмотрим ( ) / (2) ( 3)SO n SO SO n× −  как однородное Φ -
пространство порядка 6 , порожденное внутренним автоморфизмом 

1: A BAB−Φ → , где  

 
31

2 2
3 1

32 2

diag 1, , 1,..., 1
n

B
−

    = − − 
 −   

14243 .  

Можно показать, что его каноническое редуктивное дополнение m  
допускает разложение в прямую сумму ( )Ad H -инвариантных неприво-
димых слагаемых 1= ⊕ ⊕2 3m m m m , причем разложение 

1= ⊕ ⊕ ⊕2 3g h m m m  является 0g -ортогональным. Отсюда следует, что 
любая инвариантная риманова метрика g  на ( ) / (2) ( 3)SO n SO SO n× −  (с 
точностью до положительного множителя) однозначно определяется па-
рой положительных действительных чисел ( , )s t  в том смысле, что 

10 0 0| | |g g sg tg= + +
2 3m m m . Будем называть пару ( , )s t  характеристиче-

скими числами метрики. 
Согласно следствию 1, на данном однородном Φ -пространстве по-

рядка 6  существует канонические f -структуры 1f , 2f , 3f , 4f . Можно 
проверить, что все они согласованы с любой инвариантной римановой 
метрикой. 

Сформулируем полученный результат в приведенных выше 
обозначениях. 

Теорема 2. Пусть ( ) / (2) ( 3)SO n SO SO n× −  � однородное Φ -
пространство порядка 6, ( , )s t  � характеристические числа инвариантной 
римановой метрики. Тогда 
1. 1f  является киллинговой f -структурой тогда и только тогда, когда 

1s = , 4
3t = ; 2f , 3f , 4f  не принадлежат классу Kill f  ни при каких s  и t . 
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2. 1f  является NKf -структурой тогда и только тогда, когда 1s = ; 2f  и 
3f  являются приближенно келеровыми для всех s  и t ; 4f  не является 

NKf -структурой ни для каких s  и t . 
3. 1f , 2f , 3f , 4f  являются 1G f -структурами для любых s  и t . 
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