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Рис. 2. Управление шагом по формуле (4) для 

неявного метода Эйлера. Логарифмическая шкала 
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДИСКРЕТНЫХ 
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ С «ДЛИННОЙ ПАМЯТЬЮ» 

А. Н. Ярмола 

В математической статистике часто приходится иметь дело с дис-
кретными данными, поэтому актуальной является проблема разработки и 
исследования вероятностных моделей, которые позволяют адекватно 
описывать дискретные наблюдения, в частности, моделей дискретных 
временных рядов (ДВР). В настоящее время модели ДВР используются в 
генетике, экономике, защите информации и других приложениях [1]. 
Одной из удобных моделей является модель цепи Маркова с дискретным 
временем. Однако, поскольку число параметров цепи Маркова с ростом 
ее порядка («глубины памяти») растет экспоненциально, то использова-
ние на практике цепей Маркова высокого порядка становится малоэф-
фективным. Для преодоления этого недостатка был разработан и иссле-
дован ряд «малопараметрических» моделей ДВР с «длинной памятью» 
[2�5]. Большинство работ, в которых рассматриваются такие модели, по-
священы в основном практическому применению этих моделей. В дан-
ном докладе для одной из таких наиболее широко применяемых моде-
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лей � MTD-модели [2] � исследуются вероятностные свойства, а также 
предлагается метод статистического оценивания ее параметров. 
Пусть {xt ∈ A: t ∈ N} � однородная цепь Маркова s-ого порядка, 

A={0,�,N-1}, с (s+1)-мерной матрицей вероятностей переходов 
P=(

s,i,ip K0
), }P{ 0110

i,x,i | xixp ststst,i,i s
==== −−− KK , i0,�,is∈A, t∈N. 

Предложенная А. Рафтери [2] MTD-модель, задает специальный вид 
матрицы P: 
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где Q=(qik) � стохастическая (N×N)-матрица; λ = (λ0,�,λs-1) � s-вектор ве-
роятностей, λ0>0, λj≥0, j = 1,�,s-1, λ0+�+λs-1 = 1. Важным обобщением 
MTD-модели является MTDg-модель, в которой для каждого j-ого из s 
прошлых моментов времени используется «своя» матрица вероятностей 
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Исследуем вероятностные свойства MTD, MTDg-моделей. Обозначим 
случайный s-вектор ),,( )1( ′= −− tstt xxX K ; последовательность {Xt: t>s} 
является цепью Маркова первого порядка с матрицей переходов 
PX=( X

ikp ), i,k ∈ As: 
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где i=i0Ns-1+�+is-2N+is-1 � N-ичное представление числа i. 
Лемма 1. Если Q(0) � эргодическая [6], то для MTDg-модели матрица 

PX � эргодическая. 
Лемма 2. Для MTD-модели матрица PX � эргодическая, тогда и толь-

ко тогда, когда Q � эргодическая [6]. 
Теорема 1. Если {xt} � ДВР, соответствующий MTDg-модели, то его 

одномерные распределения вероятностей {π(t)}, )( )(
1
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Теорема 2 (Обратная). Если для одномерных распределений цепи 
Маркова s-ого порядка {xt} имеют место линейные соотношения: 
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то существуют s-вектор λ и стохастические (N×N)-матрицы {Q(j)} та-
кие, что для вероятностей переходов выполнено (2).  
Теорема 3. Для MTDg-модели распределение вероятностей 
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Следствие 1. Если выполнены условия Леммы 2, то для стационарных 
двумерных маргинальных распределений Π*(m)= ( ))(* mkiπ  векторов 

),( ′− tmt xx , 1≤m≤s, справедливо линейное соотношение: 
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Рассмотрим задачу статистического оценивания параметров MTD-
модели (1). Пусть наблюдается реализация X=(x1,�,xT) длительности T 
ДВР, соответствующего MTD-модели. Построим оценки параметров, ос-
нованные на свойстве стационарных распределений (7). Определим ста-
тистики: 
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где Ia(b)={1, если a=b; 0, если a≠b} � индикаторная функция. Подставляя 
данные статистики в (7) и решая получающиеся при этом уравнения от-
носительно {qki: i, k ∈ A}, находим оценки: 
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Заметим, что Матрица )( kiqQ
∧∧

= , i, k ∈A, определенная согласно (9), � 
стохастическая. Оценку для вектора λ построим на основе (9) по методу 
наименьших квадратов: 
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Теорема 4. Если выполнены условия Леммы 2, то при T→∞ стати-
стики (9), (11) являются асимптотически несмещенными и состоятель-
ными оценками для Q и λ, соответственно. 
К сожалению, использование аналогичного метода построения оценок 

в случае MTDg-модели не возможно. Более того, справедлива следую-
щая теорема. 
Теорема 5. Для MTDg-модели при m<s либо не существует набора 

параметров }{ )1()0( −λ s,Q,,Q K  такого, что для любых фиксированных 
1≤j1<�<jm≤s стационарное распределение вероятностей случайного 
вектора )  ,(

1
′−− mjtjtt x,,xx K совпадает с заданным распределениям 

Π*(j1,�,jm), либо такой набор параметров неединственный. 
Лемма 3. Пусть наблюдается реализация X=(x1,�,xT) длительности 

T ДВР, соответствующего MTD-модели. Тогда логарифмическая функ-
ция правдоподобия (ЛФП) параметров λ, Q имеет вид: 
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Задача вычисления ОМП состоит в отыскании точки максимума ЛФП 
(12) при ограничениях на параметры модели. Данная задача не разреши-
ма аналитически в виду нелинейности ЛФП, поэтому для практического 
вычисления ОМП в [7] предложен итерационный алгоритм вычисления 
ОМП. Однако, предложенные там же [7] начальные значения не являют-
ся состоятельными оценками и ухудшают работу алгоритма, т.к. с увели-
чением T число итераций алгоритма, необходимых для достижения ре-
зультата, не уменьшается и не гарантируется сходимость итерационного 
процесса к ОМП. Поэтому оценки (9), (11) целесообразно использовать в 
качестве более точных начальных значений итерационного алгоритма. 
Пусть: ),,,,,,,,( 202,10,12,00,0 ′λλ=ψ −−−− sNNN qqqq KKK  � вектор-

столбец независимых параметров MTD-модели; )(),()(~ sTQll −λ=ψ . 
Теорема 6. Пусть имеет место MTD-модель, для вариации ОМП ψ , 

вычисленной по реализации X длительности T, справедливо асимптоти-
ческое разложение: 
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 )()(}||{||E 22 −+−=ψ−ψ TOsTc , (13) 

где ))1((10 2
minminmin qc λ−λ≤≤ , qmin, λmin � минимальные положитель-

ные элементы матрицы Q и вектора λ, соответственно. 
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