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Выполнено обобщение уравнения крутильных колебаний круглого стержня на случай произвольной 

длины стержня. Получено уравнение крутильных колебаний композиционного стержня, а также зависимость 

частоты собственных колебаний от характеристик его компонент. Установлено, что применение гипотезы 

Фойгта соответствует колебаниям волокнистого вдоль оси и коаксиально слоистого стержней, а применение 

гипотезы Рейсса – колебаниям поперечного слоистого стержня. Для сужения «вилки» Фойгта-Рейсса эффек-

тивных характеристик и решения задачи гомогенизации крутильных колебаний композиционного, изотропного 

в среднем стержня применен метод Кравчука-Тарасюка. Исследовано влияние реологического поведения мате-

риала стержня при крутильных колебаниях. 

 

Уравнение крутильных колебаний круглого стержня является одним из классических 

примеров нестационарных уравнений математической физики. Однако накопленный матери-

ал по уравнениям состояния твердого тела, а также необходимость изучения колебательных 

процессов стержней из композиционных и реологически активных материалов заставляют 

вернуться к классическому выводу уравнению колебаний с целью его обобщения и разра-

ботки методики решения указного класса задач. 

При выводе уравнения крутильных колебаний круглого стержня будем придерживаться 

основных положений и гипотез, лежащих в основе кручения круглых стержней из теории со-

противления материалов. Предполагается, что поперечные сечения при кручении остаются 

плоскими и сохраняют первоначальное расстояния, а радиусы не искривляются. Тогда кру-

чение можно представить как результат сдвигов, вызванных поворотом сечений друг отно-

сительно друга вокруг оси. Вследствие этого в сечениях возникают только касательные 

напряжения, которые приводятся к паре сил, момент которой называется крутящим [1]. 

Пусть стержень имеет длину l и радиус сечения R (Рисунок 1. Кручение элемента 

стержня). Будем считать, что левый конец стержня неподвижен, и в центр его сечения поме-

стим начало координат, направив ось 0x вдоль оси стержня. В результате закручивания сече-

ние S1, взятое на расстоянии x1 от заделки, повернется на угол θ, а сечение S2, взятое на рас-

стоянии x2, повернется на угол θ+dθ. Тогда поворот S2 относительно S1 составит dθ. 

 
Рисунок 1. Кручение элемента стержня 

Рассмотрим элемент dS сечения S1, расположенный на расстоянии r от центра сече-

ния. Поскольку угловой мерой сдвига является приращение dθ, учитывая малость сдвига и 

расстояния dx между x2 и x1, величина крутящего момента при сдвиге волокна K1K2 в поло-

жение K1K3 в общем случае равна (Рисунок 1. Кручение элемента стержня): 
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где    xx  – обобщенное уравнение состояния материала при чистом сдвиге. 

Из (1) следует, что приращение главного крутящего момента при переходе от x1 к x2: 
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Приравнивая (2) и приращение инерционной составляющей момента волокна K1K2, а 

также меняя порядок интегрирования, получим интегральное уравнение баланса моментов: 
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где   – плотность волокна стержня. 

Применяя к (3) теорему о среднем, с учетом произвольности точек x1 и x2 получим ло-

кальное уравнение крутильных колебаний круглого стержня: 
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где 24
0 RJ   – полярный момент инерции поперечного сечения [1]. 

При крутильных колебаниях линейно-упругого стержня, т.е. когда   G  – модуль 

сдвига, (4) примет вид: 
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Собственные частоты колебаний линейно-упругого стержня при краевых условиях за-

крепления его левого конца и отсутствия крутящего момента на правом имеют вид: 
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Рассмотрим композиционный материал, состоящий из n компонент с объемными доля-

ми γk, модулями сдвига Gk и плотностями ρk. Рассмотрим элемент стержня между точками x1 

и x2 (Рисунок 1). Длина фрагмента стержня такова, что объемные доли γ'k компонент матери-

ала для выделенного элемента совпадают с концентрациями γk. Фрагмент стержня мини-

мальной длины, удовлетворяющий указанной выше гипотезе по объемным долям, называет-

ся макроточкой композиционного материала. Применяя гипотезу Фойгта об однородности 

деформаций в объеме стержня, по аналогии с выводом (1)-(4), получим уравнение колебаний 

волокнистого вдоль оси и коаксиально слоистого линейно-упругого стержня [2]: 
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Применяя гипотезу Рейсса об однородности напряжений в объеме стержня, аналогично 

(1)-(4) получим уравнение колебаний поперечно слоистого линейно-упругого стержня [2]: 
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Собственные частоты колебаний указанных композиционных стержней определяются 

аналогично (6) с учетом выражений для эффективных модулей сдвигов и плотностей (7)-(8). 

Для решения задачи гомогенизации крутильных колебаний композиционного в среднем 

изотропного линейно-упругого стержня и сужения «вилки» Фойгта-Рейсса эффективных де-

формационных характеристик применим метод Кравчука-Тарасюка, основанный на опреде-

лении эффективных характеристик по правилу смеси для напряжений и деформаций, полу-

ченных с применением гипотез Фойгта и Рейсса [3]. Аналогично (1)-(4) получим уравнение 

крутильных колебаний композиционного в среднем изотропного линейно-упругого стержня: 
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а собственные частоты колебаний определяются аналогично (6) с учетом выражений (9)-(10). 

Линейное уравнение ползучести однородно стареющего тела имеет вид [4]: 
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где G(t) – мгновенный модуль сдвига, Γ(t,τ) – ядро ползучести. 

Тогда по аналогии с выводом (1)-(4) получим уравнение крутильных колебаний реоло-

гически активного стержня: 
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а собственные частоты колебаний с учетом ползучести материала стержня имеют вид: 
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