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ОЦЕНКА  КВАЗИМАКСИМАЛЬНОГО  ПРАВДОПОДОБИЯ 
ДЛЯ  АГРЕГИРОВАННЫХ  GARCH  ПРОЦЕССОВ 

Н. А. Прилуцкая 

Широко известно, что модели типа GARCH дают эффективное пред-
ставление условной гетероскедастичности, показываемой финансовыми 
временными рядами. Однако у них есть серьезный недостаток � их внут-
ренняя несостоятельность при агрегировании. При решении проблемы 
агрегирования Нейман и Сентана [4] определили новый класс процес-
сов � агрегированные GARCH. Этот класс замкнут по одновременному 
агрегированию. 

Обозначим через ),,( 21 …−−≡ ttt yyF  информационное множество в 
период t, а через }{ tξ  � последовательность независимых и одинаково 
распределнных случайных величин. Пусть {y1,t} и {y2,t} два независимых 
одномерных GARCH(1,1) процесса вида:  
 tititiy ,,, ξσ= , (1) 

где 2
1,

2
1,

2
, −− ++= tititi yαβσψσ  для i=1, 2, 0}{ , =tiE ξ  и 1}{ 2

, =tiE ξ . Преобра-
зуем (1) и рассмотрим ARMA(1, 1) � представление для временных рядов 
квадратов доходностей  

 ( )2 2
, , 1 , , 1,i t i i i i t i t i i ty yψ β α η β η− −= + + + −  (2) 

где ti,η  определяется в виде 2
,

2
,, tititi y ση −≡ . Чтобы (2) было каузальным и 

обратимым ARMA(1, 1), нужно наложить следующие условия на пара-
метры ψi ,βi и αi : ψi > 0, βi ≥ 0 и αi ≥ 0 и 1 � (βi + αi )z ≠ 0 для всех z∈С та-
ких что │z│≤ 1. Более того ti,η ~ ),0( 2

,ησ iWN  (3). 
Рассмотрим сумму }{ ty двух независимых одномерных GARCH(1,1) 

процессов }{ ,tiy : ttt yyy ,2,1 +=  (4) 
Для определения параметров агрегированного процесса выбирается 

подход Неймана и Сентаны [4]. Имеет место следующее утверждение: 
Теорема. Пусть }{ ,tiy  два независимых одномерных GARCH(1,1) 

процесса, определенных по (1) и (2) и таких что 1 1 2 2β α β α+ = + . Тогда 
агрегированный процесс ttt yyy ,2,1 +=  удовлетворяет соотношению 

ttty ησ += 22 , 2
1

2
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2
−− ++= ttt yαβσψσ , где 2

tσ  линейная проекция 2
ty  на 

),,,1( 2
2

2
1

' …−−≡ ttt yyF . Параметры ψ, β и α являются функциями парамет-
ров двух процессов и определяются как  21 ψ+ψ=ψ ,  βαβα −+= )( 21 , 
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где k � коэффициент асимметрии агрегированного процесса }{ ty . 
Говорят, что определенный таким образом агрегированный процесс 

является «слабым» GARCH(1,1).  
Следует обратить внимание, что 2

tσ  для «слабого» GARCH есть ли-
нейная проекция 2

ty  на ),,,1( 2
2

2
1

' …−−≡ ttt yyF . Кроме того нормированная 

переменная t

t

у
σ

 уже более не является условной н.о.р. при условии ин-

формационного множества Ft. И в то время как для «сильного» GARCH 
можно легко вывести аналитическое представление для границ области 
определения моментов высших порядков tη , для агрегированного 
GARCH эти границы можно определить только численными методами.  

Рассмотрим ARMA(1,1) � представление рядов квадратов }{ 2
ty  агре-

гированного процесса. Оно будет иметь следующий вид:  
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Заметим, что вектор параметров � ),,,( 2
ησαβψ , последняя компо-

нента не является независимой от остальных компонент, поскольку 
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Оценка КМП для агрегированных GARCH процессов 

Пусть в (6) предыдущей части параметры ψ, β и α удовлеворяют (3), 
а вариация 2

ησ  задается видом (6). Пусть }{ tx  � центрированный ряд, та-
кой что для каждого t ≥ 0 имеем 

 [ ] 2222 σ−=−≡ tttt yyEyx . (7) 
Определенная таким образом последовательность }{ tx  удовлетворя-

ет  рекурсии 
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 ,11 −− +=− tttt xx θηηφ  }{ tη ~ ),0( 2
ησWN , (8) 

где φ ≡ β + α и θ ≡ �β. Oтклонения вычисляются, используя алгоритм от-
клонений Броквелла-Дэйвиса [2]. 

Скорректированная Гауссовская оценка КМП 
Предлагается оценить параметры в (8), используя ОКМП при Гаус-

совском предположении. Исходя из [1], [2] была построена гауссовская 
лог-функция правдоподобия ( )2,, ησθφl  для вектора наблюдений 

( )′≡ TT xxX ,...,1  и вычислены условия 1-го порядка для оптимума 
( )2,, ησθφl . Далее предлагается корректирующий метод, в котором неко-
торые значения заменяются их оцененными величинами. Рассматривает-
ся случай, когда имеется слабосостоятельная предварительная оценка 
( )nv~,~,~ θφ  системных параметров ( )2,, ησθφ . Оценками θφ �� и  системных 
параметров будут значения φ и θ, минимизирующие  
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Тем же методом получается [ ] ( )
∑

−
+=

= −

−− T

t t
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T r

xxT
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2112 �~1� δση , где tx�  и rt-1 оп-

ределяются в оптимуме, т. е. когда ( ) ( )θφθφ �,�, = . 

Альтернативные предположения о плотности 
В случае, когда распределение отклонений не является нормальным, 

предположения о других плотностях распределения могут быть более 
подходящими. Используя [3], строится соответствующая функция прав-
доподобия )(•Ll  вектора наблюдений ( )′≡ TT xxX ,...,1 : 
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Обозначим через ( )
LLL

2�,�,�
ησθφ  ОКМП, полученную максимизацией )(•Ll . 

Как показано в [3], последняя оценка подходит для случаев, когда откло-
нения имеют конечный коэффициент асимметрии 3>ηk . 
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Однако коэффициент асимметрии может не существовать. Поэтому 
делается предположение об α-стабильной плотности распределения. 
Плотности α-стабильных случайных величин существуют и непрерывны, 
но за малыми исключениями не имеют аналитического вида. В общем 
случае, известна только характеристическая функция ( ) )][exp(itZEtZ =Φ  
[3]. Обозначим через �α(·) симметрично стабильную плотность с индексом α. 
Состоятельная предварительная оценка ( )nv~,~,~ θφ  была использована для 
построения ряда наилучших линейных приближений }~{ tx  процесса }{ tx , 
а так же их среднеквадратичных ошибок }~{ 1−tr . Далее строится состоя-
тельная оценка квантилей ( )µβσα ~,~,~,~  с помощью метода МакКаллоха 
[3]. Эти оценки используются впоследствии для формирования «усечен-
ного» α-стабильного квази-логправдоподобия 
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Асимптотические свойства оценок КМП 

Таблица  
Пример ОКМП для (β0,α0)=(0.569, 0.281) 

 
0θ  SN &

�θ  Gθ�  Lθ�  Sθ�  

β 0,569 0,690 0,6572 0,4293 0,5631 
α 0,281 0,125 0,2787 0,3238 0,2910 
N � 30 36717 509 1403 
T � 80000 5000 5000 5000 

Имитации Монте-Карло, проведенные в данной работе, показывают 
что предположение об α-стабильной плотности ведет к более качествен-
ной ОКМП параметров агрегированного GARCH(1,1) процесса. α-
стабильная ОКМП параметра скользящего среднего имеет наименьшую 
асимптотическую приверженность в классе рассмотренных оценок.  

Однако асимптотическая приверженность α-стабильной ОКМП для 
параметра авторегрессии несколько больше чем для параметра α, и ми-
нимальна при Гауссовском предположении.  
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СТАБИЛИЗАЦИЯ  КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ  СИСТЕМ 

С. Г. Размыслович 

Рассмотрим  задачу стабилизации половинной модели автомобиля, а 
именно, при действии возмущений необходимо уменьшить колебания 
кузова с минимальным расходом топлива. Считается, что колеса не 
пневматические  и рассматриваются малые колебания. Математическая 
модель исследуемой системы имеет вид: 
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где  1 2 3 4( , , , )x x x x x=  � вектор состояния системы (фазовые переменные), 
1 2( , )u u u=  � значение управляющего воздействия,  
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k1 � жесткость первой пружины, k2 � жесткость второй пружины, m� мас-
са поперечной балки, J � момент инерции, a,b � расстояния от концов 
балки до середины.  

Наложив некоторые ограничения на начальное состояние системы: 
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Зададим терминальное ограничение: 
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Определим класс доступных управлений, который состоит из ку-

сочно-постоянных функций с периодом квантования 
*th
n

=  отрезка T, n-

натуральное число, [ [,)1(,,)( hkkhtutu k +∈=  1,,1,0 −= nk …  стесненных 
ограничением 


