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РЕШЕНИЕ  ОДНОЙ  ЗАДАЧИ  ДВУХФАЗНОЙ  ФИЛЬТРАЦИИ 

А. В. Маковский 

Уравнения, описывающие процессы фильтрации в пористой среде 
вытекают из законов фильтрации и сохранения массы фаз; в зависимо-
сти от моделируемых условий учитываются или нет упругие свойства 
породы, сжимаемость, неньютоновские свойства фильтрующихся фаз, 
гравитационные силы и т. д. 

Можно выделить следующие основные модели процессов вытесне-
ния в пористой среде: Лейбензона-Маскета, в которой предполагается 
полное взаимное вытеснение одной фазы другой; Баклея-Леверетта, ко-
гда неполнота вытеснения учитывается введением относительных фазо-
вых проницаемостей; Рапопорта-Лиса, если учитываются относительные 
фазовые проницаемости и капиллярный скачок давления между фазами. 

Рассмотрим одномерную модель Баклея-Леверетта. Примем предпо-
ложения о том, что фильтрующиеся фазы несжимаемы, их вязкости по-
стоянны, пористая среда недеформируема, гравитационными силами 
можно пренебречь. Для простоты будем рассматривать случай, когда на-
чальное распределение насыщенности ),( txs  однородно. Получаем 
следующую краевую задачу: 
 );0[],;0[);,();,( ∞∈∈== tLxtxsstxpp   

 
x
pffku

x
u

∂
∂

+−==
∂
∂ )(;0

2

2

1

1
µµ

 (1) 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
Fu

t
sm  (2) 



 120

 constsxs −= *)0,(  (3) 

 conststs −= *),0(  (4) 

 0),( ptLp =  (5) 

 )(tuu =  (6) 

 2
*

0
22

1*0
11 )()(;)()( αα ssfsfssfsf −=−=   

 )/( 212 fffF ⋅+⋅= µµ   

 const−= 21 / µµµ   
В литературе можно найти решение данной задачи для случая, когда 

суммарный поток constutu −=)(  [3]. Особенности решения квазилиней-
ного уравнения в частных производных первого порядка (2), часто назы-
ваемого уравнением Баклея-Леверетта, обусловлены видом функции 

( )sF . Эта функция имеет точку перегиба при mss = . 
Можно доказать, что при *

* sss m <<  распределение насыщенности 
),( txs  получается разрывным. 
Значение насыщенности в точке разрыва слева rs  можно найти из 

соотношения [2]: 
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Координата точки разрыва определяется так: 

 . )(')( tsF
m
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Насыщенность справа от точки разрыва совпадает с начальной. 
Что касается поведения насыщенности слева от точки разрыва, то 

имеет место следующее соотношение: 
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Построим решение для случая, когда consttu ≠)( . Для этого введем 
следующую замену: 
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После чего (3) приобретает следующий вид: 
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Откуда 
 )),(,(),( 1 txstxs τ=  (12) 
где ),(1 txs  � насыщенность для 1)( =tu . 

Найдем распределение давления ),( txp  из (1), (5): 
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Преобразуем (13) следующим образом: 
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где ))(,max(),( txxtxx rm = . 
Представление (14) предпочтительнее (13) поскольку все подынте-

гральные функции � аналитические. 
Из (12) следует, что распределение насыщенности для потоков 

)(1 tu и )(2 tu  совпадают в момент времени t при условии: 
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С практической точки зрения представляет интерес следующая зада-
ча: минимизировать максимальное давление на левой границе подбором 

)(tu  при условии (15) для t = T. 
Достаточно неплохой результат дает следующее выражение: 
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где ),(1 txp  � давление для 1)( =tu . 
В характерных случаях максимальное давление на левой границе 

уменьшается на 5 % при варьировании )(tu  в пределах 10 %. 
Таким образом, было получено и исследовано аналитическое реше-

ние одной задачи двухфазной фильтрации с непостоянным потоком. 
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МНОГОЛИНЕЙНАЯ  УПРАВЛЯЕМАЯ  СИСТЕМА  МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ  С  ПОВТОРНЫМИ  ВЫЗОВАМИ 

Д. С. Орловский 

Введение 

Модели систем массового обслуживания с повторными вызовами 
достаточно адекватно описывают процессы обмена информацией в ком-
пьютерных и телекоммуникационных сетях, что делает актуальным их 
построение и исследование. В данной работе рассматривается многоли-
нейная система с повторными вызовами и изменяющимся в зависимости 
от числа заявок в системе числом активных (включенных) обслуживаю-
щих приборов. Стратегия включения и выключения � многопороговая. 
Для фиксированных значений порогов находится стационарное распре-
деление вероятностей состояний системы. Численно решается задача оп-
тимизации порогов. 

Модель 

В систему поступает пуассоновский с параметром λ  поток заявок. 
Имеются 2, ≥NN  идентичных обслуживающих приборов, динамически 
включающихся и выключающихся согласно следующей стратегии. Задан 
набор порогов ∞=<<<≤=−= Nl MMMMNlM …2100:1,1, . Во всякий 
момент число s  активных приборов определяется числом m  заявок в 
системе (на обслуживании и на орбите) из неравенства ss MmM <≤−1 . 
Если для поступившей в систему заявки находится свободный активный 
прибор, заявка занимает его, если все активные приборы заняты, но чис-
ло заявок в системе достигло очередного порога 1,1, −= NsM s , то 
включается и начинает обслуживание )1( +s -й прибор. Не попавшие на 
обслуживание заявки не покидают систему, а уходят на орбиту и повто-
ряют попытки занять свободный прибор через экспоненциально распре-
деленные с параметром iα  интервалы времени, где i  � число заявок на 
орбите. Последовательность 1, ≥iiα  предполагается имеющей конечный 
либо бесконечный предел ii

α
∞→

lim . Продолжительность обслуживания за-


