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После подстановки функции (5) в первое уравнение системы (3) 
найдем 
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Выполняя условие Vy =′ )0( , получим 
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Легко убедиться, что ряды в равенствах (6), (7) сходятся абсолютно 
и что знаменатель в (7) отличен от нуля. Таким образом, формулы (5)�(7) 
дают решение первого уравнения системы (3). Заметим, что решение 
второго уравнения (3) с увеличением k  становится весьма громоздким, 
поэтому находить его целесообразно в численном виде. Поэтому разра-
ботана программа на ЭВМ для численных расчетов, определяющая фор-
му пролета в различные моменты времени и траекторию движения груза 
M  при различных значениях параметров. Анализируя результаты, полу-
чили, в частности, что при увеличении отношения массы верхнего груза 
к массе нижнего груза прогиб увеличивается, при увеличении параметра 
натяжения � прогиб уменьшается.  

Эта задача имеет практическое значение [2], т.к. моделирует движе-
ние транспортного модуля по гибкому пролету. 
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ОБ  ОДНОМ  ОБОБЩЕНИИ  МЕТОДА  
МИНИМАЛЬНЫХ  НЕВЯЗОК 

И. Ю. Трубников 

В настоящей работе предлагается и исследуется итерационный про-
цесс, являющийся прямым обобщением метода минимальных невязок. 
Исходной работой, посвященной итерационному процессу с минималь-
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ными невязками, является статья М. А. Красносельского и С. Г. Крейна 
[1]. В этой работе рассматривалось уравнение 
 Bx = b, (1) 
где B:H→H � положительно определенный самосопряженный линейный 
оператор, действующий в вещественном гильбертовом пространстве H, − 
заданный, а x − искомый векторы. 

Пусть 0x − некоторое приближение к исходному решению *x  
уравнения (1), для которого невязка bBx −=∆ 00 . Будем искать первое 
приближение 1x  в виде 
 0101 ∆+= cxx , (2) 
где 1с  подбирается так, чтобы невязка bBx −=∆ 11  имела минимальную 
длину. Подставляя (2) в (3) получим  
 0100100101 )( ∆+∆=∆+−=−∆+=∆ BcBcbBxbcxB , 

откуда 
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Приравнивая производную 
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к нулю, найдем 1с , при котором |||| 1∆ принимает наименьшее значение 
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Отметим, что в силу положительной определенности оператора В, 
коэффициент 1с  отличен от нуля. Таким образом получаем формулу 
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При этом невязка 1∆ выразится равенством 
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Если обозначить невязку для nx  через n nBx b∆ = − , то для опре-
деления 1+nx  будем иметь формулу 
 nnnn cxx ∆+= ++ 11 , (7) 
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где  
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Опишем один шаг итерационного процесса, являющегося обобще-
нием метода минимальных невязок. Будем искать первое приближение 

1x  в виде 
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mx x c c B c B −= + ∆ + ∆ + + ∆ , (9) 

чтобы невязка bBx −=∆ 11  имела минимальную длину. Тогда 
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и, положив 10 =с , получаем 
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т.е. 2
1 |||| ∆  является квадратичной функцией переменных mссс ,...,, 21 . 

Приравнивая частные производные 
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к нулю, получаем систему линейных уравнений 
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Определитель системы (12) является определителем Грама системы 
векторов )1(,0 miBy i

i ≤≤∆=  и, следовательно, равен нулю тогда и 
только тогда, когда векторы )1(, miyi ≤≤  являются линейно зависимыми. 
Если векторы iy  образуют линейно независимую систему векторов, то 
система (12) имеет единственное решение. Если же они линейно 
зависимы, но 0∆  не принадлежит подпространству, образованному эти-
ми векторами, то в качестве вектора ),...,,( 21 mсссc =  можно брать 
произвольное решение этой системы. Если ),...,,( 210 myyyL∈∆ , то 

0|||| 1 =∆ , и, следовательно 
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Сформулируем результат о скорости сходимости процесса при m=2. 
Далее будем предпологать, что спектр оператора B расположен на 
отрезке [ ] )0(,, MmMm << . В этом частном случае система уравнений 
(12) примет вид 
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Теорема. Пусть на каждом шаге итерационного процесса 
 nnnn Bncncxx ∆+∆+=+ )()( 211 , (14) 
векторы n∆ и nB∆  линейно независимы. Тогда последовательные при-
ближения, определяемые равенством (13), сходятся к решению *x  
уравнения (1). Скорость сходимости характеризуется неравенством 
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Доказательство. Из равенства (14) получаем, что 
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при любых 1с  и 2с . Пусть *
1c  и *

2c  являются коэффициентами экстре-
мального (в чебышевской норме) полинома на отрезке [ ]Mm, , т.е. ([2], 
с.98) полинома 
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где 12 2
2 −= tT  − «обычный» полином Чебышева. 
Так как ([2], с.98)  

 ,
6

)(1|),;(|max 22

2

2

2 mmMM
mM

mM
mMT

MmR
Mm ++

−
=









−
+

−
=

≤≤
λ

λ
 

то из неравенства (16) следует: 
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Далее, очевидно 
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Покажем, что оценка одного шага итерационного процесса (14) 
лучше оценки двух шагов итерационного процесса (7). Действительно, 
итерационный процесс (7) приводит к неравенству ([2], с.109) 
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Сравним 
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Теорема доказана. 
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И. Ю. Трубников 

Среди всех функциональных операторов можно выделить операторы 
вида 
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где u−функция из заданного пространства F(X) функций на множестве X, 
XXk →:α − заданные отображения, ak − заданные функции.  

Класс операторов, представимых в виде (1), весьма широк и его от-
дельные представители связаны с задачами из различных областей мате-
матики и ее приложений. Среди таких областей можно указать, кроме 
классической теории функциональных уравнений, теорию дифференци-
ально-функциональных уравнений с отклоняющимся аргументом, ряд 


