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Здесь пр
1−τ  и пр

2−τ  определяются равенствами (2). 
Условия 01 <αd  и 02 >αd  справедливы для рассматриваемой зоны 

выреза. В других зонах знаки 1αd  и 2αd  могут быть другими. Всего су-
ществует четыре разных варианта. Однако, как легко убедиться, это не 
влияет на вывод уравнений (4) и (5). 
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ДРОБНОЕ  ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  ПО  АДАМАРУ 
И  ОБОБЩЕННОЕ  ПРАВИЛО  ЛЕЙБНИЦА 

А. А. Титюра  

Пусть gDa
α

µ+,  � дробная производная типа Адамара порядка 0>α  на 
конечном отрезке ],[ ba  )0( ∞<<< ba , определяемая для действитель-
ных µ  формулой [1]: 

 [ ], ,( )( ) ( )( ), , 1,n n
a a

dD g x x x J g x x n
dx

α µ µ α
µ µδ δ α− −

+ += = = +  

где ][α  � целая часть α , ,
n
aJ gα

µ
−
+  � дробный интеграл типа Адамара по-

рядка α−n . Такой дробный интеграл ,aJ gα
µ+  порядка 0>α  определяет-

ся формулой [1]: 
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где )(αΓ  � гамма-функция [2, § 1.1]. 
Имеют место следующие две теоремы о возможности почленного 

дробного интегрирования и дифференцирования по Адамару функцио-
нальных рядов.  

Теорема 1. Если ряд ∑
∞

=
=

0
)()(

n
n xfxf , ( ) ([ , ])nf x C a b∈ , сходится рав-

номерно на ],[ ba , то допустимо его почленное дробное интегрирование 
по Адамару: 

 ,,0,))(()(
0

,
0

, bxaxfJxfJ
n

na
n

na <<>α=







∑∑
∞

=

α
µ+

∞

=

α
µ+  

причем ряд справа сходится также равномерно на ],[ ba . 
Теорема 2. Пусть существуют дробные производные типа Адамара 

na fDα
µ+,  при каждом …,2,1,0=n , а ряды ∑

∞

=0n
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,
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равномерно на любом подынтервале ],[ ba ε+ , 0>ε . Тогда первый ряд 
допускает почленное дробное дифференцирование по Адамару: 
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Будем пользоваться обозначениями 

 ,0,)( 1
,,, >α== −α
µ+

α−
µ+

α
µ+ gJgJgD aaa  

т.е. α
µ+,aD  при 0<α  означает дробный интеграл типа Адамара α−

µ+,aJ . 
Напомним, см. [2, § 1.3], что биномиальные коэффициенты опреде-

ляются по формуле 
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В частности, при целых ,m=α  …,2,1=m , имеют место равенства 
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В случае произвольных (комплексных) β  и α , ,,2,1 …−−≠α  пола-
гают 
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Обобщим классическое правило Лейбница 
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на дифференцирование и интегрирование дробного порядка по Адамару 
в виде бесконечного ряда. 

Следующая теорема дает распространение формулы Лейбница (3) на 
дробные значения α  в двух формах. 

Теорема 3. Пусть )(xf , )(xg  имеют разложение вида: 
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где биномиальный коэффициент 
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 � формулой (2); R∈βα,  и …,2,1 −−≠α  при нецелом β  
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