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РОБАСТНОЕ  ОЦЕНИВАНИЕ  ПАРАМЕТРОВ  МОДЕЛИ 
ГРУППИРОВАННЫХ  БИНАРНЫХ  ДАННЫХ 

М. А. Пашкевич 

Введение 
Для моделирования совокупности наблюдаемых последователь-

ностей бинарных исходов традиционно используется бета-биноми-
альное распределение вероятностей (ББР) [1; 2; 3; 4]. Классические 
методы оценивания параметров ББР достаточно хорошо исследованы 
для гипотетической модели наблюдений [5; 6; 7; 8; 9]. Однако на 
практике гипотетическая вероятностная модель наблюдений, как пра-
вило, оказывается неадекватной в силу искажений различных типов 
[10; 11; 12], в результате чего классические оценки теряют свойство 
состоятельности. Поэтому возникает задача построения новых стати-
стических оценок, устойчивых к этим искажениям. В данной работе 
предлагается новый метод оценивания параметров ББР, позволяющий 
получить состоятельные оценки в случае стохастических искажений 
бинарных данных. 

1. Постановка задачи 
Пусть имеются некоторая совокупность из K объектов и некоторое 

случайное событие A. Над каждым объектом этой совокупности произ-
водится серия из n испытаний. Результаты испытаний описываются 
бинарной матрицей B = (bij)K×n, при этом выполняются предположения: 
П1. Вероятностные свойства объектов в процессе испытаний не из-

меняются. 
П2. Вероятностные свойства объектов внутри группы неоднородны, и 

для i-того объекта вероятность pi наступления случайного собы-
тия A является случайной величиной, которая имеет бета распре-
деление с параметрами α, β, причем p1, p2, …, pK независимы в 
совокупности. 
Пусть на бинарную матрицу B воздействуют случайные ошибки 

{ηij} и наблюдается искаженная матрица ( )ijb~B~ = : 

 ,bb~ ijijij η⊕=  { } { } ,bP,bP ijijijij 10 1101 ε===ηε===η  (1) 

где ⊕ � операция сложения по модулю два, {ηij} � независимые слу-
чайные величины Бернулли, ε0, ε1 ∈ [0, 1] � уровни искажений. Рас-
сматривается задача робастного статистического оценивания пара-
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метров α, β по косвенным данным � искаженной выборке объема K: 
X = (x1, x2, …, xK), где .b~x n

j iji ∑ == 0  

2. Алгоритм оценивания 
В предыдущих работах доказано [10, 11], что при наличии иска-

жений (1) классические оценки, построенные по методу моментов 
(ММ-оценки) и методу максимального правдоподобия (ММП-оцен-
ки), теряют свойство состоятельности. Предложен также метод по-
строения состоятельных оценок (МСО-оценок) параметров ББР для 
случая, когда ε0, ε1 априорно известны: 
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где ** m,m 21  � соответственно первый и второй выборочные моменты. 
Рассмотрим теперь наиболее общий случай, когда неизвестными 

являются параметры α, β и уровни искажений ε0, ε1. Пусть по выборке 
X вычислены пять первых выборочных начальных моментов * *

1 2, ,m m  
* * *
3 4 5, ,m m m  Можно показать, что при условии, когда первые два на-

чальных момента фиксированы, задача оценивания методом моментов 
сводится к решению системы двух нелинейных уравнений вида: 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,,,mm,,,,,,mm **

1010104410101033 εεεεβεεα=εεεεβεεα=  (4) 
где m3(.), m4(.) � это теоретические моменты для искаженного ББР, а 
α(ε0,ε1), β(ε0,ε1) � это оценки, построенные при заданных уровнях ис-
кажений по формулам (2), (3). Для решения этой системы применим 
модифицированный метод Ньютона. Обозначим матрицу якобиана сис-
темы (4) при условии, что первые два начальных момента фиксированы 
через condJ0 . Тогда итерационная процедура для решения системы (4) 
имеет следующий вид [13]: 
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 (5) 

где λ � параметр из промежутка [0, 1], обеспечивающий сходимость 
при больших уровнях искажений ε0, ε1. Получен явный вид матрицы 



 127

condJ 0 , который в силу громоздкости выражений не приводится. В ре-
зультате получаем следующий алгоритм оценивания. 

Алгоритм. Вычисление МCO-оценок 10 εεβα �,�,�,�  методом моментов. 
Вход:  Начальные выборочные моменты ***** m,m,m,m,m 54321 . 
Выход:  МСО-оценки параметров βα �,�  и уровней искажений 10 εε �,� . 
Шаг 1. Инициализация: полагаем .�,� 00 10 =ε=ε  
Шаг 2. Для текущих 10 εε �,�  по формулам (2), (3) вычисляем оценки 

βα �,� . 
Шаг 3. Для найденных значений по полученным формулам вычис-

ляем condJ0 . 
Шаг 4. Методом равномерного поиска находим наилучшее прибли-

жение для оценок 10 εε �,�  по принципу минимума нормы век-
тора невязки для третьего и четвертого моментов ** m,m 43 . 

Шаг 5. В случае нескольких вариантов для начального приближения 
оценок 10 εε �,�  разрешаем неоднозначность по принципу наи-
лучшей аппроксимации пятого начального момента *m5 . 

Шаг 6. Используя итерационную процедуру (5), находим новые 
оценки 10 εε �,� . 

Шаг 7. Проверяем stop-критерий (для нормы вектора невязок); если 
он не выполняется, то переходим на шаг 2, в противном слу-
чае заканчиваем работу алгоритма. 

3. Компьютерное моделирование 
Для иллюстрации полученных теоретических результатов была 

проведена серия компьютерных экспериментов. При этом в качестве 
истинных значений параметров бета-биномиального распределения 
были выбраны следующие значения: α0 = 0,5, β0 = 9,5, n = 10, а в каче-
стве уровней искажений следующие: ε0 = ε1 = 0,01. В процессе экспе-
римента генерировались L = 100 случайных выборок объема K = 1000 
реализаций ББР, затем производилось искажение каждой выборки и 
сравнивались смещение и среднеквадратичное отклонение для ММ-
оценок, ММП-оценок и МСО-оценок. Как следует из таблицы, пред-
ложенный алгоритм позволяет существенно уменьшить смещение 
оценок параметров ББР. 
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Таблица 
Сравнение метода совместного оценивания параметров распределения 

и уровней искажений с классическими методами 
Параметр α (истинное значение 0.5) β (истинное значение 9.5) 

Метод ММ ММП МСО ММ ММП МСО 
Среднее 0.73 0.76 0.49 11.81 12.28 9.20 
Среднеквадратичное 
отклонение 0.12 0.11 0.21 2.01 1.97 2.63 

Заключение 
Данные исследования были частично поддержаны грантом БГУ 

для аспирантов и студентов 680/30. 
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