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Учебно-методическая разработка включает в себя темы «Матрицы и 

линейные операции над ними», «Умножение матриц», «Транспонирова-

ние матриц», «Определители», «Обратная матрица», входящие в курс 

«Аналитическая геометрия и линейная алгебра» на физическом факуль-

тете и факультете радиофизики и компьютерных технологий БГУ. В 

кратком виде изложена теория, необходимая для успешного усвоения 

данных тем и для решения практических задач по ним. Разобрано боль-

шое количество примеров различного уровня сложности, а также приве-

дены задачи для самостоятельного решения с ответами. Содержание и 

структура учебно-методической разработки позволяет студентам исполь-

зовать ее для самостоятельной работы над данными темами.  
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§ 1. Матрицы и линейные операции над ними 

 

Основные определения.  

Определение 1. Матрицей размеров m n называется таблица из 

действительных или комплексных чисел, имеющая  m  строк и n  столб-

цов. Сами числа называются элементами матрицы. 

Матрицу сокращенно обозначают одной большой буквой латинского 

алфавита, например A . Если нужно указать размеры матрицы, то их 

можно записать в качестве нижнего индекса: m nA . Элементы матрицы 

обозначаются строчной буквой латинского алфавита: aij. Первый индекс 

обозначает номер строки, а второй – номер столбца. Запись ( )ija  является 

сокращенной записью всей матрицы.  

В развернутом виде матрица выглядит, согласно определению, как 

числовая таблица, при этом с обеих сторон она ограничивается либо 

круглыми скобками, либо квадратными, либо двумя вертикальными чер-

тами, например: 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2

; ;

n n n

n n n

m m mn m m mn m m mn

a a a b b b c c c

a a a b b b c c c
A B C

a a a b b b c c c

  

  

  

  

. 

Матрица называется нулевой и обозначается O , если все ее элементы 

равны нулю. Если m n , то матрица называется квадратной и обознача-

ется nA , а число n  называется ее порядком. Элементы iia , 1, ,i n  квад-

ратной матрицы образуют ее главную диагональ и называются диаго-

нальными. Элементы квадратной матрицы  ,  ,  ,  1 2 1 1n n na a a  образуют по-

бочную диагональ. Сумма элементов главной диагонали 
1

n

ii
i

a  называет-

ся следом матрицы и обозначается trA. 

Квадратная матрица, в которой все элементы, расположенные вне 

главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. Отметим, что 

в диагональной матрице некоторые диагональные элементы также могут 

равняться нулю. 

Среди диагональных матриц выделяют единичную матрицу E , все 

диагональные элементы которой равны единице: 
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10000

00010

00001









E . 

Если обозначить элементы единичной матрицы ij , то  

1 ,

0 .

при

при
ij

i j

i j
. 

Символ , снабжѐнный любыми двумя индексами ( , ,ij i
ij j ), равный 

единице, когда индексы совпадают, и нулю, когда они разные, называется 

символом Кронекера. Он широко применяется в математике. Таким об-

разом, элементы единичной матрицы совпадают с соответствующими 

символами Кронекера. 

Квадратная матрица А=(aij) называется верхней треугольной, если 

0 при ija i j , и нижней треугольной, если 0 при ija j i . Так, А – 

верхняя треугольная матрица, В – нижняя треугольная. 

11 12 13 1 11

22 23 2 21 22

33 3 31 32 33

1 2 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0; .

0 0 0

n

n

n

nn n n n nn

a a a a b

a a a b b

a a b b bA B

a b b b b

 

 

 

         

 

 

Матрицы, у которых совпадают размеры и равны соответствующие 

элементы, называются равными.  

Сложение матриц.  

Определение 2. Суммой двух матриц одинаковых размеров называ-

ется матрица тех же размеров, каждый элемент которой равен сумме 

соответствующих элементов матриц-слагаемых. Другими словами, если 

)( ijnm aA , )( ijnm bB , )( ijnm cCBA , то ijc ija
ijb . 

Таким образом, при сложении матриц складываются их соответст-

вующие элементы. 

Свойства сложения матриц. 

1. ABBA  (коммутативность). 

2. )()( CBACBA  (ассоциативность). 

3. :O A A O A  (существование нулевой матрицы). 

4. OAAAA )(:)(  (существование противоположной матрицы). 



 5 

Во множестве матриц одинаковых размеров задаѐтся операция вычи-

тания как операция, обратная сложению. Поэтому вычитание матриц 

сводится к вычитанию их соответствующих элементов. 

Умножение матрицы на число.  

Определение 3. Произведением матрицы A  на число  называется 

матрица A тех же размеров, что и A , все элементы которой получены 

из соответствующих элементов матрицы A  умножением на число . 

 

Свойства операции умножения матрицы на число.  

Если A  и B  – произвольные матрицы одних и тех же размеров,  и  

– произвольные числа, то:  

1) ( )A B A B ; 

2) AAA)( ; 

3) )()( AA ; 

4) 1 .A A  
Из свойств операций сложения матриц и умножения матрицы на чис-

ло вытекает, что эти операции над матрицами можно проводить по тем 

же правилам, что и над многочленами или векторами. 

Введенные операции сложения матриц и умножения матрицы на чис-

ло называются линейными операциями. 

Линейной комбинацией матриц iA  с коэффициентами i , ki ,1 , бу-

дем называть матрицу 1 1 2 2 k kA A A A . 

Пример 1. Заданы матрицы  

1 3 7

4 5 2
A , 

6 2 1

4 3 5
B , 

3 2 5

4 1 2
C , 

2 3

5 7
D . 

Из перечисленных операций выполнить те, которые определены: 

а) A B , б) A D , в) A C , г) 3 2 5A B C . 

∆ а) Матрицы A  и B  имеют одинаковые размеры, поэтому сложение 

возможно. На основании определения 1.2 складываем соответствующие 

элементы:  

1 3 7

4 5 2
A B

6 2 1 7 5 8

4 3 5 0 8 3
. 

б) Матрицы A  и D  имеют разные размеры, сложение невозможно.  

в) Размеры матриц совпадают, вычитание возможно: 

1 3 7 3 2 5 2 5 2

4 5 2 4 1 2 8 4 4
A C . 

г) Размеры матриц A , B  и C  совпадают, все операции определены: 
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3 2 5A B C
1 3 7

3
4 5 2

6 2 1
2

4 3 5

3 2 5
5

4 1 2
 = 

3 9 21

12 15 6

12 4 2

8 6 10

15 10 25

20 5 10

6 5 44

0 14 6
.▲ 

 

Пример 2. Найти матрицу X, удовлетворяющую соотношению 

2 7 ,X A B  где 
5 1

,
3 0

A  
3 7

.
9 4

B   

∆ Согласно свойствам линейных операций над матрицами, заданное 

уравнение можно преобразовать по тем же правилам, что и обычное ал-

гебраическое уравнение, и получить равносильное:
1

7
2

X B A . Имеем 

3 7 5 1 21 49 5 1 26 48 13 241 1 1
7 .

9 4 3 0 63 28 3 0 66 28 33 142 2 2
X  

▲  

Пример 3. Доказать, что для любых квадратных матриц одного и того 

же порядка А и В справедливо равенство tr(A±B)=trA±trB. 

∆ Пусть n  – порядок матриц A  и B , ( )ijA a , ( )ijB b , , 1,i j n ; 

( ).ijA B C c  Тогда по определению 1.2 ,   , 1, ,ij ij ijс a b i j n   

1 1 1 1

.
n n n n

ii ii ii ii ii

i i i i

tr A B trC c a b a b trA trB  ▲ 

§ 2. Умножение матриц  

Определение 4. Произведением матрицы ( )m n ijA a  на матрицу 

( )n p jkB b  называется матрица ( )m p ikAB C c  такая, что 

                          1, ; 1,i m k p : 
1

n

ik ij jk

j

c a b .                                  (1) 

Заметим, что матрицы можно умножать только в том случае, когда 

количество столбцов первого сомножителя равно количеству строк вто-

рого. Такие матрицы называются согласованными. Другими словами, ес-

ли поставить рядом размеры матриц-сомножителей, то посередине долж-

ны получиться одинаковые числа, а если эти одинаковые числа зачерк-

нуть, то оставшиеся как раз и дадут размеры матрицы-произведения 

( ( )m n n p m p ). 

Из формулы (1.1) видно, что для вычисления элемента матрицы-

произведения, расположенного в i -й строке и k -м столбце, следует i -ю 

строку первого сомножителя умножить на k -й столбец второго, т.е. каж-
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дый элемент строки умножить на соответствующий элемент столбца и 

результаты сложить. По своей конструкции эта операция идентична ска-

лярному произведению векторов, заданных координатами в ортонорми-

рованном базисе. 

Пример 4. Заданы матрицы: 

2 3 4

1 0 2

2 4 3

1 5 1

A , 
1 2 0 4

 
2 2 1 3

B  и 

1 2

0 3

1 4

2 3

C . 

Выяснить, какие из произведений AB , BA , AC , CA , BC , CB  сущест-

вуют, и найти эти произведения. 

∆  Матрица A  имеет размеры 4 3, матрица B  – размеры 2 4 . Если 

сопоставить размеры матриц A  и B , приходим к выводу, что произведе-

ние AB  не определено, поскольку 3≠2. Если же поменять порядок со-

множителей, получим равенство 4=4, т.е. произведение BA  существует.  

Обозначим ( )ijBA D d . Матрица D  имеет размеры 2 3, она состо-

ит из шести неизвестных элементов: D
  

  
. Выберем один из них и 

отметим звездочкой: D
 

  
. Это элемент 11d , он  расположен в 

первой строке и первом столбце. Следовательно, для его вычисления 

следует первую строку матрицы B  (первого сомножителя) умножить на 

первый столбец матрицы A  (второго сомножителя): 

11 1 2 2 1 0 2 4 1 8d , 
8

D
 

  
. 

Отметим звездочкой еще какой-либо из неизвестных элементов: 

8
D

 

 
. Это элемент 23d , он расположен во второй строке и 

третьем столбце. Для его вычисления вторую строку матрицы B  умно-

жим на третий столбец матрицы A: 23 2 4 2 ( 2) 1 3 3 1 6d , 

8

6
D

 

 
. 

Итак, при вычислении произведения матриц целесообразно поступать 

следующим образом: 

отметить звездочкой один из неизвестных элементов матрицы-

произведения; 



 8 

определить номер i  строки и номер j  столбца, в которых он находит-

ся; 

i -ю строку первой матрицы умножить на j -й столбец второй. 

Точно так же вычисляем оставшиеся элементы матрицы-

произведения, и в результате получаем 
8 17 4

3 17 6
D BA . 

Из остальных произведений существуют BC  и CB , их также вы-

числим: 

1 2

0 3 1 2 0 4
 

1 4 2 2 1 3

2 3

CB  

1 1 2 ( 2) 1 2 2 2 1 0 2 1 1 4 2 3

0 1 3 ( 2) 0 2 3 2 0 0 3 1 0 4 3 3

( 1) 1 4 ( 2) ( 1) 2 4 2 ( 1) 0 4 1 ( 1) 4 4 3

2 1 ( 3) ( 2) 2 2 ( 3) 2 2 0 ( 3) 1 2 4 ( 3) 3

 

3 6 2 10

6 6 3 9

9 6 4 8

8 2 3 1

; 

1 2

1 2 0 4 0 3 9 4
 

2 2 1 3 1 4 3 3

2 3

BC . 

Конечно, по приобретении опыта матрицы следует перемножать уст-

но, а не расписывать вычисления так подробно. ▲ 

Пример 5. Найти произведения AB  и BA, если 

2 1 1 1
;  

2 1 2 2
A B . 

∆ 
2   1 1 1 2 ( 1) 1 2 2 1 1 ( 2) 0  0

2 2 2 ( 1) 1 2 2 1 1 ( 2)2   1 0  0
AB ; 

1 1 2 1 ( 1) 2 1 2 ( 1) 1 1 1 0  0

2 2 2 1 2 2 ( 2) 2 2 1 ( 2) 1 0  0
BA ▲ 

Из приведенных примеров видим: в том случае, когда оба произведе-

ния AB  и BA существуют, они могут быть как одинаковыми, так и раз-
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ными. Они даже могут иметь разные размеры. Поэтому говорят, что про-

изведение матриц, вообще  говоря,  не коммутативно. Матрица 

[A, B]=AB-BA называется коммутатором матриц А и В. Если же произ-

ведения AB  и BA совпадают, то матрицы A  и B  называются перестано-

вочными или коммутирующими. Перестановочными могут быть только 

квадратные матрицы одного и того же порядка. Пример 1.5 также пока-

зывает, что произведение матриц не обладает еще одним известным 

свойством произведения чисел: если произведение равно нулю, то один 

из сомножителей равен нулю. В приведенном примере произведение не-

нулевых матриц является матрицей нулевой. Поэтому матричные равен-

ства ни в коем случае нельзя сокращать на матрицу.  

Пример 6. Найти произведения AB  и BA, если 

cos sin cos sin
;

sin cos sin cos
A B . 

∆ На основании определения произведения матриц получаем: 

cos sin cos sin

sin cos sin cos
AB  

cos cos sin sin cos sin sin cos

cos sin sin cos cos cos sin sin
 

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )
. 

Поскольку в полученной матрице аргументы  и  равноправны, то, 

очевидно, AB  = BA. Кроме того, из результата видим, что при умноже-

нии матриц такого вида аргументы  и  просто складываются. ▲ 

Пример 7. Найти коммутатор матриц 
1 2

3 4
А  и 

1 2
.

5 3
В   

∆ Вычислим необходимые произведения матриц: 

1 2 1 2 1 1 2 5 1 2 2 3 11 8
,

3 4 5 3 3 1 4 5 3 2 4 3 23 18
АВ  

1 2 1 2 1 1 2 3 1 2 2 4 7 10
,

5 3 3 4 5 1 3 3 5 2 3 4 14 22
ВА  

тогда коммутатор 
11 8 7 10 4 2

.
23 18 14 22 9 4

АВ ВА  ▲ 

Пример 8. Заданы матрицы  
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

, 

0 0

0 0

0 0

a

D b

c

, 

0 1 0

0 0 1

0 0 0

I . 

Вычислить произведения а) AD , б) AI  и IA .  

Найти также все матрицы A , перестановочные с матрицей I . 

∆ а) 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

0 0

0 0

0 0

a a a a aa ba ca

AD a a a b aa ba ca

a a a c aa ba ca

. 

Заметим, что при таком умножении каждый столбец матрицы A  ум-

ножается на диагональный элемент матрицы D , имеющий тот же номер. 

В частности, при умножении диагональных матриц просто перемно-

жаются их соответствующие диагональные элементы.  

б) 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

a a a a a

AI a a a a a

a a a a a

; 

11 12 13 21 22 23

21 22 23 31 32 33

31 32 33

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0 0

a a a a a a

IA a a a a a a

a a a

. 

При умножении матрицы A  справа на I  каждый столбец матрицы A  

передвигается на одну позицию вправо, а первый заменяется нулевым 

столбцом. При умножении матрицы A  слева на I  каждая строка матрицы 

A  передвигается на одну позицию вверх, а последняя заменяется нулевой 

строкой.  

Сравнивая матрицы AI  и IA , делаем вывод, что они совпадают в том 

и только в том случае, когда 21 31 32 0a a a , 11 22 33a a a , 12 23a a . 

Итак, все матрицы, перестановочные с матрицей I , имеют вид  

0

0 0

a b c

A a b

a

 . 

В частности, этому условию удовлетворяют диагональные матрицы. ▲  

Пример 9. Доказать, что для произвольных перестановочных матриц 

A  и B  tr trAB BA.  

∆ Так как матрицы A  и B  перестановочны, то они квадратные и име-

ют одинаковый порядок. Пусть n  – общий порядок матриц A  и B , 

( )ijA a , ( )ijB b , , 1,i j n ; ( ), ( )ij ijAB C c BA D d . Тогда: 
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1

n

ii ij ji

j

c a b , 
1

n

jj ji ij

i

d b a , 

1 1 1 1 1 1

tr tr tr tr 0
n n n n n n

ii jj ij ji ji ij

i j i j j i

AB BA C D c d a b b a . 

Последнее равенство справедливо в силу того, что в двойном суммирова-

нии можно менять порядок суммирования. ▲ 

Пример 10. Доказать, что не существует матриц А и В, для которых 

коммутатор равен единичной матрице.  

∆ Предположим, что такие матрицы существуют: АВ-ВА=Е. Вычислим 

след левой и правой части этого равенства. Согласно примеру 3,  

tr(AB-BA)=trAB-trBA, а согласно примеру 9, trAB=trBA. Следовательно, в 

левой части равенства получим 0. В правой части равенства 
1

tr 1 ,
n

i

E n   

где n – порядок матриц А и В. Таким образом, получили противоречие: 

0=n, и таких матриц А и В не существует. ▲ 

Свойства произведения матриц. 

1. ( ) ( )AB C A BC .               2. ( )A B C AB AC , ( )A B C AC BC . 

3. )()()( ABBABA .        4. AAEAEA ; .         5. ;OA O AO O . 

Все свойства справедливы только в тех случаях, когда произведения 

матриц в левой (или правой) части равенства существуют. Первое свой-

ство носит название ассоциативности, второе – дистрибутивности умно-

жения относительно сложения. 

Пример 11. Известно произведение 
1 3

5 6
AB . Найти: 

а) ( )A BC , если 
2 3 1

1 2 0
C ; 

б) ( )A B C , если 
7 1

0 3
AC . 

∆ На основании свойств произведения матриц получаем: 

а) 
1 3 2 3 1 5 3 1

( ) ( )
5 6 1 2 0 16 3 5

A BC AB C ; 

б) 
1 3 7 1 8 4

( )
5 6 0 3 5 9

A B C AB AC .▲ 

Степени квадратной матрицы. Если A  – квадратная матрица, то оп-

ределено произведение AA, которое называется квадратом матрицы A 

и обозначается 2A . Квадрат матрицы A  является квадратной матрицей 
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того же порядка, что и A , поэтому определено и произведение 32 AAA . 

Для любого натурального числа k  по определению 1k kA AA .  

Квадратная матрица перестановочна с любой своей натуральной сте-

пенью, т.е. для любой квадратной матрицы A  и для любого натурального 

n  справедливо равенство AAAA nn ; перестановочны также любые на-

туральные степени одной и той же квадратной матрицы. Более того, если 

матрицы A  и B  перестановочны, то перестановочны и любые их нату-

ральные степени. 

Если A O , то по определению считается, что EA0 . 

Свойства степеней квадратной матрицы. 

1°. ,m n  : nmmnnm AAAAA  (любые натуральные степени од-

ной и той же квадратной матрицы перестановочны); 

2°. ,m n  : mnnm AA )( . 

Пример 12. Доказать, что для произвольных перестановочных матриц 

A  и B  при любом натуральном n  справедливо равенство 

                                               
0

( )
n

n k n k k
n

k

A B C A B  –                                (2) 

формула бинома Ньютона. 

∆ Доказательство проведем методом математической индукции.  

1. При 1n  получаем: 
1

0 1 0 1 0 1 1
1 1

0

( )k n k k
n

k

C A B C A B C A B A B  – ра-

венство истинно.  

2. Предположим, что равенство верно при n m , и докажем его для 

1n m  (в квадратных скобках будем пояснять выполняемые действия):  
1( ) ( )( )m mA B A B A B  [применяем предположение индукции] = 

0

( )
m

k m k k
m

k

A B C A B  [раскрываем скобки] = 

0 0

m m
k m k k k m k k
m m

k k

A C A B B C A B  [множители, не зависящие от индекса 

суммирования, вносим под знак суммы и используем перестановочность 

матриц A  и B ] 1 1

0 0

m m
k m k k k m k k
m m

k k

C A B C A B  

= [в первой сумме отделяем первое слагаемое, а во второй – последнее] = 
1

0 1 0 1 1 0 1

1 0

m m
m k m k k k m k k m m

m m m m

k k

C A B C A B C A B C A B   
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= [во второй сумме делаем замену индекса суммирования 1l k ] = 

0 1 0 1 1 1 0 1

1 1

m m
m k m k k l m l l m m

m m m m

k l

C A B C A B C A B C A B   

= [во второй сумме полагаем l k ] = 

0 1 0 1 1 1 0 1

1 1

m m
m k m k k k m k k m m

m m m m

k k

C A B C A B C A B C A B   

= [объединяем две суммы в одну] = 

0 1 0 1 1 0 1

1

( )
m

m k k m k k m m
m m m m

k

C A B C C A B C A B  [используем свойства 

биномиальных коэффициентов 0 0 1
1 11 , 1m m

m m m mC C C C , 

1
1

k k k
m m mC C C ] 0 1 0 1 1 0 1

1 1 1

1

m
m k m k k m m

m m m

k

C A B C A B C A B   

= [все слагаемые объединяем в одну сумму] 
1

1
1

0

m
k m k k
m

k

C A B .▲ 

Пример 13. Найти n -ю степень матрицы 
cos sin

sin cos
A .  

∆ На основании определения с использованием результата примера 6 

при  получаем: 

2 cos sin cos sin cos2 sin 2

sin cos sin cos sin 2 cos2
A AA  

При каждом последующем умножении на матрицу A  к аргументу при-

бавляется еще одно слагаемое . Окончательно получим 

cos sin

sin cos

n n n
A

n n
▲ 

Пример 14. Вычислить n -ю степень для следующих матриц: 

а) 

0 0

0 0

0 0

a

A b

c

; б) 

0 0

0 0

0 0

B ; в) 

0 1 0

0 0 1

0 0 0

I ; в) 

1 0

0 1

0 0

J . 

∆ а) На основании примера 8 а) получаем 
2

2 2

2

0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

aa a

A b b b

c c c

;

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0 0

nn

n n

n

aa

A b b

c c

. 
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б) Частный случай примера а): 

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0 0

nn

n n

n

B . 

в) На основании примера 8 б) при умножении матрицы I  на любую 

матрицу слева столбцы последней передвигаются на одну позицию впра-

во. Таким образом,  

2

0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

I ; 

3 2

0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

I I I . 

Так как третья степень матрицы I  – нулевая матрица, то и все после-

дующие ее степени также будут нулевыми матрицами. 

в) Запишем матрицу J  в виде 

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

J B I . 

При решении примера 8 доказано, что матрицы B  и I  коммутируют, по-

этому можно воспользоваться формулой (2): 
0

( )
n

n k n k k
n

k

B I C B I . Так 

как все степени матрицы I , начиная с третьей, равны нулевой матрице, 

то в правой части останется только три слагаемых. Таким образом,  
0 0 1 1 1 2 2 2( )n n n n n
n n nJ B I C B I C B I C B I  

1 2

1 2 2

1 2

0 0 0 0 0 0
( 1)

0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0

n n n

n n n

n n n

n n
E n I I

 

1 2

1

0 0 0 0 0 0
( 1)

0 0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 00 0

n n n

n n

n

n n
n  
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1 2

1

( 1)

2

0

0 0

n n n

n n

n

n n
n

n . 

Замечание. Отметим следующий интересный факт: в каждой строке 

матрицы nJ , начиная с диагонального элемента, последовательно запи-

саны слагаемые бинома ( 1)n , причем их будет столько, сколько позво-

ляет порядок матрицы. Это утверждение справедливо и для матриц J  

любого порядка. Так, например, если 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

J , 

то 

3 2

3 2
3

3 2

3

3 3 1

0 3 3

0 0 3

0 0 0

J ; 

5 4 3 2

5 4 3
5

5 4

5

5 10 10

0 5 10

0 0 5

0 0 0

J .▲ 

Определение 5. Пусть задан некоторый многочлен 
1

1 1 0( ) n n
n nP x a x a x a x a . Для любой квадратной матрицы A  бу-

дем считать по определению, что 
1

1 1 0( ) n n
n nP A a A a A a A a E . 

Если ( )P A O , то говорят, что матрица A  является корнем многочле-

на ( )P x . 

Пример 15. Доказать, что матрица 
a b

A
c d

 является корнем много-

члена 
2( ) ( ) ( )P x x a d x ad bc . 

∆ Согласно определению 5 2( ) ( ) ( )P A A a b A ad bc E . Найдем 

вначале 2A : 
2

2

2

a b a b a bc ab bd
A

c d c d ac cd bc d
. Тогда 
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2

2

1 0
( ) ( ) ( )

0 1

a bc ab bd a b
P A a d ad bc

c dac cd bc d

2 2

2 2

0

0

a bc ab bd a ad ab bd ad bc
O

ad bcac cd bc d ac cd ad d
, 

что и требовалось доказать. ▲  

Пример 16. Для матрицы 
2 3

1 4
A  найти ( )P A  для следующих мно-

гочленов: 

а) 2( ) 5 4P x x x ; б) 3 2 2( ) ( 7 12 34)( 6 5) 3 2P x x x x x x x . 

∆ а) Поступаем так же, как и в предыдущем примере: 

2 2 3 2 3 7 18

1 4 1 4 6 19
A ; 

7 18 2 3 1 0 1 3
( ) 5 4

6 19 1 4 0 1 1 3
P A . 

б) На основании примера 15 получаем 2 6 5A A E O . Поэтому пер-

вое слагаемое равно нулевой матрице независимо от того, каким будет 

первый сомножитель. Значит,  

2 3 1 0 4 9
( ) 3 2 3 2

1 4 0 1 3 10
P A A E . ▲ 

§ 3. Транспонирование матриц 

Определение 6. Матрица ( )T
n m jiA a  называется транспонирован-

ной к матрице )( ijnm aA , если 

ijji aanjmi :,1,1 . 

Другими словами, при транспонировании матрицы строки становятся 

столбцами и наоборот.  

Свойства операции транспонирования 

1. AA TT )( ;                                                         3. TT AA)( ; 

2. TTT BABA )( ;                                          4. TTT ABAB)( . 

Пример 17. Даны матрицы 
3 2 4

1 2 3
A  и 

1 3
 
2 1

B . Из произве-

дений AB , T TB A , TA B , и TB A  вычислите те, которые существуют. 

∆ Матрица A  имеет размеры 2 3, TA  – размеры 3 2 , B  и TB – раз-

меры 2 2 . Определены произведения TA B  и TB A . Приступаем к вычис-

лениям:  
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3 1 5 8
1 3

2 2 6 4
2 1

4 3 10 9

TA B ;

5 8
5 6 10

( ) 6 4
8 4 9

10 9

T

T T TB A A B .▲ 

 

§ 4. Определители 
 

Понятие определителя квадратной матрицы 
 

Определение 7. Каждой квадратной матрице n -го порядка поста-

вим в соответствие число, которое назовем ее определителем или де-

терминантом и будем обозначать Adet , определяемое следующим об-

разом: 

а) если 1n , то 1111det aa ; 

б) если 2n , то 

21122211
2221

1211
det aaaa

aa

aa
; 

в) если известно, как найти определитель матрицы )1(n -го порядка, 

то определитель матрицы n -го порядка задается формулой: 

                             ,)1(det 1
1

1

1

21

22221

11211

jj

n

j

j

nnnn

n

n

Ma

aaa

aaa

aaa









                  (3) 

где 1
jM  − определитель матрицы )1(n -го порядка, полученной из ис-

ходной вычеркиванием первой строки и j -го столбца. 

Определитель квадратной матрицы n -го порядка будем просто назы-

вать определителем n -го порядка. 

Определение 8. Квадратная матрица называется вырожденной, ес-

ли ее определитель равен нулю. Если же определитель квадратной мат-

рицы отличен от нуля, то она называется невырожденной.  

В развернутом виде определитель n -го порядка записывается как таб-

лица, ограниченная с обеих сторон вертикальными чертами (по одной с 

каждой стороны): 
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.det

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









 

Приведенное выше определение называется определением по индук-

ции или определением с помощью разложения по первой строке. Част-

ный случай этого определения мы использовали в аналитической геомет-

рии для вычисления определителей третьего порядка.  

Пусть A  – некоторая матрица (не обязательно квадратная). Выделим в 

ней k  строк и k  столбцов. Элементы, расположенные на пересечениях 

выделенных строк и столбцов, образуют определитель k -гo порядка, ко-

торый называется минором k -гo порядка матрицы A  и обозначается 

                                                1 2

1 2

,

,
k

k

i i i

j j jM

 ,                                                (4) 

где 1 2, , , ki i i  – номера выделенных строк, 1 2, , , kj j j  – номера выде-

ленных столбцов. 

Если A  – квадратная матрица n -го порядка или определитель, то эле-

менты, оставшиеся после вычеркивания выделенных строк и столбцов, 

также образуют определитель, порядок которого равен kn . Его назы-

вают минором, дополнительным к минору (4), и обозначают k

k

iii

jjj
M




21

21
. 

Алгебраическим дополнением к минору (4) называется число 

k

k

kkk

k

iii

jjj
jjjiiiiii

jjj
MA







21

21

212121

21
)1( . 

Каждый элемент матрицы A  является ее минором первого порядка, и 

поэтому для него определяется как дополнительный минор, так и алгеб-

раическое дополнение. В алгебраическом дополнении к одному элементу 

оба индекса записываем снизу, считая, как обычно, первый индекс номе-

ром вычеркиваемой строки, а второй – столбца. 

Используя введенные обозначения, равенство (3) запишется так: 

1 1

1

det
n

j j

j

A a A . 

Таким образом, определитель матрицы равен сумме произведений 

элементов первой строки на их алгебраические дополнения. 

Пример 18. Для определителя  
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1 2 4 2 7

3 1 5 6 8

4 6 3 11 5

6 7 8 9 0

3 2 4 5 2

 

выписать минор 23
15M , дополнительный к нему минор 

23
15M  и алгебраиче-

ское дополнение 23
15A . 

∆ Верхние индексы в записи минора указывают номера выделенных 

строк, а нижние – номера выделенных столбцов. Вычеркиваем у опреде-

лителя вторую и третью строки, а также первый и пятый столбцы:  

1 2 4 2 7

3 1 5 6 8

4 6 3 11 5

6 7 8 9 0

3 2 4 5 2

. 

Элементы, расположенных на их пересечениях, образуют минор 
23
15M , а 

оставшиеся после вычеркивания – дополнительный минор:  

23
15

3 8

4 5
M ,

23
15

2 4 2

7 8 9

2 4 5

M , 23 2 3 1 5
( 1)15

2 4 2 2 4 2

7 8 9 7 8 9

2 4 5 2 4 5

A . ▲ 

Существует еще один метод вычисления определителей третьего по-

рядка – так называемое правило треугольников. Правило треугольни-

ков заключается в следующем: определитель равен алгебраической сум-

ме шести слагаемых, каждое из которых представляет собой произведе-

ние трех элементов определителя, взятых из разных строк и столбцов. 

При этом при произведениях элементов, расположенных на главной диа-

гонали или в вершинах треугольников с основаниями, ей параллельными, 

знак не меняется, а при произведениях элементов, расположенных на по-

бочной диагонали или в вершинах треугольников с основаниями, ей па-

раллельными, знак меняется на противоположный: 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 21 32 13 13 22 31 12 21 33 23 32 11

31 32 33

( ) ( ).

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a
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Правило треугольников схематично можно изобразить следующим 

образом:  

 
Слева изображено положение элементов, произведения которых при 

вычислении определителя берутся со знаком плюс. Справа – положение 

элементов, произведения которых при вычислении определителя берутся 

со знаком минус.  

Пример 19. Вычислить определитель 

1 2 3

1 0 4 .

2 3 1

  

∆ Первый способ. Воспользуемся формулой разложения по первой 

строке 1 1

1

det :
n

j j

j

A a A  

1 1 2 1 3 1

1 2 3
0 4 1 4 1 0

1 0 4 1 1 2 1 3 1 1 12 2 7
3 1 2 1 2 3

2 3 1

3 3 7.

      

 

Второй способ. Применяя правило треугольников, получим: 

1 2 3

1 0 4 1 0 1 2 2 4 3 1 3 3 0 2 1 2 1 1 3 4 7.

2 3 1

▲ 

Пример 20. Проверить, является ли невырожденной матрица: 

1 2 1

2 1 2

1 2 3

A . 

∆ Вычислим определитель заданной матрицы по правилу треугольни-

ков, следуя приведенной схеме: 

det (1 1 3 2 2 1 2 2 1) (1 1 1 2 2 1 2 2 3) 6A . 

Так как det 0A , то матрица невырождена. ▲ 
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В ряде случаев для того, чтобы вычислить определитель либо устано-

вить какое-либо его свойство, нет необходимости в разложении опреде-

лителя по первой строке или в применении правила треугольников. По-

ставленную задачу можно решить, используя следующие свойства опре-

делителя. 

Основные свойства определителей 

1. При транспонировании матрицы определитель не меняется. 

2. Если в определителе поменять местами две строки (два столбца), то 

определитель при этом поменяет знак. 

3. Если каждый элемент какой-либо строки (столбца) определителя 

представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель равен сумме 

двух определителей, в первом из которых в той же строке (столбце) запи-

сано первое слагаемое, во втором – второе, а все остальные строки 

(столбцы) этих двух определителей совпадают с соответствующими 

строками (столбцами) исходного определителя. 

4. Если в определителе все элементы какой-либо строки (столбца) 

умножить на число, то и определитель умножится на это число. Другими 

словами, общий множитель строки или столбца можно выносить за знак 

определителя. 

5. Если определитель содержит строку или столбец, полностью со-

стоящий из нулей, то он равен нулю. 

6. Если определитель содержит две пропорциональные строки 

(столбца), то он равен нулю. 

Следствие. Если определитель содержит две одинаковые строки (два 

одинаковых столбца), то он равен нулю. 

7. Если к какой-либо строке (столбцу) определителя прибавить дру-

гую его строку (столбец), умноженную на число, то определитель при 

этом не изменится. 

Следствие. Если к какой-либо строке (столбцу) определителя приба-

вить линейную комбинацию других его строк (столбцов), то определи-

тель при этом не изменится.  

8. Определитель произведения матриц равен произведению их опре-

делителей, т. е. BAAB detdet)det( .  

9. Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) опре-

делителя на алгебраические дополнения соответствующих элементов 

другой строки (столбца) равна нулю (теорема аннулирования). 

10. Пусть заданы определитель n -го порядка  и упорядоченный 

набор чисел 1 2( , , , )nb b b .Сумма произведений заданных чисел на алгеб-

раические дополнения соответствующих элементов какого-либо столбца 

(строки) определителя равна определителю, полученному из  заменой 
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этого столбца (строки) на столбец 1 2[ ]Tnb b b  (строку 1 2[ ]nb b b ) (теоре-

ма замещения). 

Определение 9. Элементарными преобразованиями матрицы или 

определителя называются: 

1) умножение строки или столбца на число, отличное от нуля; 

2) прибавление к какой-либо строке (столбцу) другой строки 

(столбца), умноженной на число; 

3) перестановка строк или столбцов. 

Перечисленные выше свойства определителя указывают, как изме-

няется определитель при элементарных преобразованиях. Применяя эле-

ментарные преобразования и учитывая эти изменения, можно существен-

но упростить вычисление определителя или установить какое-либо свой-

ство. 

Пример 21. Вычислить определитель 
648 758

.
647 757

  

∆ Этот определитель второго порядка можно вычислить, пользуясь 

определением 7: 
648 758

648 757 758 647,
647 757

 

но полученное выражение неудобно для практических вычислений. Этот 

же определитель, если использовать элементарные преобразования, а 

именно, прибавить к первой строке вторую: 
648 758 1 1

757 647 110.
647 757 647 757

▲ 

Пример 22. Вычислить определитель 

2

2

2

cos2 1 sin

cos2 1 sin .

cos2 1 sin

  

∆ Заметим, что, прибавляя ко второму столбцу третий, умноженный 

на (-2), получим во втором столбце выражения, дающие косинус двойно-

го угла 
2cos2 1 2sin :x x  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

cos2 1 sin cos2 1 2sin sin cos2 cos2 sin

cos2 1 sin cos2 1 2sin sin cos2 cos2 sin .

cos2 1 sin cos2 1 2sin sin cos2 cos2 sin

 

Поскольку в результате элементарных преобразований был получен 

определитель с двумя одинаковыми столбцами, то, согласно свойству 6, 

он, а значит, и исходный, равен нулю. ▲ 
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Пример 23. Докажите тождество 

1

1 0.

1

a b c

b c a

c a b

 

∆ Пользуясь свойством 7, прибавим ко второму столбцу первый, в 

результате чего получим определитель 

1

1 ,

1

a b a b c

b c b c a

c a c a b

 у которого вто-

рой и третий столбцы пропорциональны. Тогда согласно свойству 6 он 

равен нулю, что и требовалось доказать. ▲ 

Пример 24. Вычислить определители: 

а) 
12321 12421

21324 21424
; б) 

881 882 1081 328

884 885 1084 428

887 888 1087 354

900 901 1100 454

. 

∆ а) Представим элементы второго столбца в виде суммы: Тогда: 

12321 12421 12321 12321 100

21324 21424 21324 21324 100
 [применяем свойство 3] 

12321 12321 12321 100

21324 21324 21324 100
 [к первому определителю применяем 

свойство 6, а ко второму – свойство 4] 

12321 1
0 100

21324 1
100(12321 21324) 900300 . 

б) Прибавим ко второму и третьему столбцам первый, умноженный на 

(–1). На основании свойства 7 значение определителя не изменится, а сам 

он примет следующий вид: 

881 1 200 328

884 1 200 428

887 1 200 354

900 1 200 454

 

Третий и второй столбцы последнего определителя пропорциональны, 

поэтому он равен нулю, а значит, равен нулю и исходный определи-

тель.▲ 

Пример 1.25. Известно, что числа 20604, 53227, 25755, 20927 и 78421 

делятся на 17. Доказать, что следующий определитель также делится на 

17: 
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2 0 6 0 4

5 3 2 2 7

2 5 7 5 5

2 0 9 2 7

7 8 4 2 1

. 

∆ Чтобы доказать делимость определителя на 17, преобразуем его та-

ким образом, чтобы после преобразований все элементы какого-либо 

столбца (какой-либо строки) нового определителя делились на 17. Заме-

тим, что в строках определителя записаны цифры, составляющие приве-

денные числа. Чтобы получить из цифр само число следует к последней 

цифре прибавить предыдущую, умноженную на 10, третью, умноженную 

на 100, вторую, умноженную на 1000 и, наконец, первую, умноженную 

на 10000. Применим те же действия к столбцам определителя: к послед-

нему столбцу прибавим четвертый, умноженный на 10, третий, умножен-

ный на 100, второй, умноженный на 1000 и, наконец, первый, умножен-

ный на 10000. В результате в последнем столбце окажутся как раз те чис-

ла, которые по условию делятся на 17. На основании свойства 4 опреде-

литель также делится на 17. ▲ 

 

Tеорема 1. Если в определителе выбрать какую-либо строку (стол-

бец), то определитель равен сумме произведений элементов этой строки 

(столбца) на их алгебраические дополнения, т. е. 

1 1

det ( 1)
n n

i j i
ij ij ij j

j j

A a A a M  – 

разложение по i -й строке, 
n

i

i
jij

ji
n

i
ijij MaAaA

11

)1(det  – 

разложение по j -му столбцу.  

Следствие. Определитель диагональной или треугольной матрицы 

равен произведению ее диагональных элементов. 

Пример 26. Разложите определитель 

1 1 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

a

b

c

d

 по элементам вто-

рого столбца.  

∆ Согласно теореме 1.2 получим: 
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1 2 2 2 3 2

4 2

1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1

1 0 1
1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 0

1 1 1

1 0 1 1

1 0 1

a

b
a b c

c

d

d

Отметим, что если из четырех чисел a, b, c, d три равны нулю, то в раз-

ложении останется только одно слагаемое, что существенно упрощает 

вычисления. Исходя из этих соображений, при разложении определите-

лей по строке (столбцу) выбирают именно ту строку (столбец), в 

которой содержится наибольшее количество нулей. 
Пример 27. Вычислить определитель  

1 0 3 1

1 0 2 2

2 4 0 3

4 0 3 1

 

двумя способами: а) по определению; б) используя теорему 1. 

∆ а) Разлагаем определитель по первой строке: 

1 1 1 2

1 0 3 1
0 2 2 1 2 2

1 0 2 2
1 ( 1) 4 0 3 0 ( 1) 2 0 3

2 4 0 3
0 3 1 4 3 1

4 0 3 1

 

1 3 1 4

1 0 2 1 0 2

3 ( 1) 2 4 3 ( 1) ( 1) 2 4 0

4 0 1 4 0 3

 

0 2 2 1 0 2 1 0 2

4 0 3 3 2 4 3 2 4 0

0 3 1 4 0 1 4 0 3

 

( 2 ( 4) 2 12) 3( 1 ( 4) 2 16) ( 1 12 2 16) 32 108 20 160  

(определители третьего порядка также вычислялись методом разложения 



 26 

по первой строке, известному вам из аналитической геометрии).  

Замечание. При разложении определителя по строке или столбцу ка-

ждый элемент умножается на свое алгебраическое дополнение. Если же 

элемент равен нулю, то это алгебраическое дополнение вычислять не на-

до. Так, при разложении по первой строке мы не вычисляли алгебраиче-

ское дополнение ко второму элементу. 

б) В рассматриваемом определителе второй столбец имеет только 

один отличный от нуля элемент, поэтому вычислять этот определитель 

удобно разложением именно по второму столбцу: 

3 2

1 0 3 1
1 3 1

1 0 2 2
4 ( 1) 1 2 2

2 4 0 3
4 3 1

4 0 3 1

 

4(1(2 6) 3( 1 8) 1(3 8)) 4(8 27 5) 160 .▲ 

 

Если вычислять определитель пятого порядка, разлагая его непосред-

ственно по какой-либо строке или столбцу, мы получим пять определите-

лей четвертого порядка, каждый из них распадается на четыре определи-

теля третьего порядка. Таким образом, вычисление определителя пятого 

порядка приводит к двадцати определителям третьего! Как видно из при-

меров 26 и 27, вычисления существенно упрощаются, если определитель 

содержит строку или столбец, имеющий не более одного отличного от 

нуля элемента. Этого всегда можно добиться, применяя следующий спо-

соб. 

Метод элементарных преобразований. 

1. Выбираем строку или столбец, в котором будем получать нули. 

Желательно, чтобы его числа были пропорциональными, либо одно из 

них равнялось единице. Пусть, например, это будет j -й столбец.  

2. Если выбрана строка, то действия проводятся над столбцами. В 

этом случае на втором этапе выбираем столбец, с помощью которого бу-

дем получать нули. Если же на первом этапе выбран столбец, то действия 

проводятся над строками. В этом случае на втором этапе выбираем стро-

ку. Пусть, например, мы выбрали i -ю строку. Важно, чтобы элемент ija , 

расположенный на пересечении выбранных строки и столбца, был отли-

чен от нуля. Лучше всего, если он равен единице. 

3. Прибавляем к остальным строкам выбранную на втором этапе i -ю 

строку, умножая ее на различные числа. Эти числа подбираются таким 
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образом, чтобы все элементы j -го столбца, за исключением ija , обрати-

лись в нули. 

4. Понижаем порядок полученного определителя, разлагая его по вы-

бранному столбцу (или строке). Это разложение имеет только одно сла-

гаемое. Затем возвращаемся к первому пункту. Процесс продолжаем до 

тех пор, пока не получим определитель третьего порядка, вычислять ко-

торый мы уже умеем. 

Пример 28. Вычислить следующие определители: 

а) 

1 2 3 4 5

2 3 7 10 13

3 5 11 16 21

2 7 7 7 2

1 4 5 3 10

; б) 

24 11 13 17 19

51 13 32 40 46

61 11 14 50 56

62 20 7 13 52

80 24 45 57 70

; 

в) 

1 3 4 3 7 3 2 3

4 5 1 5 2 5 7 5

7 2 2 3 1 2 4 3

2 5 7 2 4 5 1 2

. 

∆ а) Воспользуемся методом элементарных преобразований.  

1. Заметим, что в первом столбце числа достаточно хорошие для вы-

числений и даже есть две единицы. Поэтому будем получать нули в пер-

вом столбце.  

2. Из двух строк, имеющих в первом столбце единицы, первая имеет 

меньшие числа, поэтому для получения нулей будем использовать имен-

но ее.  

3. С этой целью ко второй и четвертой строкам прибавим первую, ум-

ноженную на (–2), к третьей – опять же первую, умноженную на (–3), а к 

четвертой – первую, умноженную на (–1): 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 3 7 10 13 0 1 1 2 3

3 5 11 16 21 0 1 2 4 6

2 7 7 7 2 0 11 1 1 8

1 4 5 3 10 0 2 2 1 5

 

4. Понижаем порядок определителя, разлагая его по первому столбцу: 



 28 

1 1

1 2 3 4 5
1 1 2 3

0 1 1 2 3
1 2 4 6

1 ( 1)0 1 2 4 6
11 1 1 8

0 11 1 1 8
2 2 1 5

0 2 2 1 5

. 

Теперь применим тот же алгоритм к последнему определителю. 

Стрелками будем обозначать проводимые действия. Так, например, если 

ко второй строке прибавляем четвертую, умноженную на (–1), то стрелка 

идет в направлении от четвертой строки ко второй, и рядом с ней написа-

на (–1). 

  

1 1 2 3

1 2 4 6

11 1 1 8

2 2 1 5

1 1 2 3

1 0 0 0

11 1 1 8

2 2 1 5

2 1

1 2 3

1 ( 1) 1 1 8

2 1 5

 

( 5 32 3 6 8 10) 52 . 

б) Элементами этого определителя являются достаточно большие 

числа, поэтому, прежде чем приступать к получению нулей, полезно эти 

числа как-нибудь уменьшить. С этой целью к первому столбцу прибавим 

последний, умноженный на (–1). Получим:  

24 11 13 17 19 5 11 13 17 19

51 13 32 40 46 5 13 32 40 46

61 11 14 50 56 5 11 14 50 56

62 20 7 13 52 10 20 7 13 52

80 24 45 57 70 10 24 45 57 70

. 

 

Этот определитель имеет хороший первый столбец, и вычисления можно 

проводить методом элементарных преобразований. Выполняемые дейст-

вия отмечаем стрелками. 

5 11 13 17 19

5 13 32 40 46

5 11 14 50 56

10 20 7 13 52

10 24 45 57 70

  

5 11 13 17 19

0 2 19 23 27

0 0 1 33 37

0 2 19 21 14

0 2 19 23 32

 

-2 

-1 

-1 

-1 

-2 

-2 
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1 1  1 

 

2 19 23 27

0 1 33 37
5

2 19 21 14

2 19 23 32

     

2 19 23 27

0 1 33 37
5

0 0 2 41

0 0 0 5

5 2 1 2 5 100 . 

Последний определитель получился треугольным, поэтому он равен про-

изведению диагональных элементов. 

Замечание. Во избежание ошибок при вычислении определителя сле-

дите, чтобы все стрелки выходили из одной точки или входили в одну 

точку. В первом случае прибавляем одну и ту же строку или столбец ко 

всем остальным. А во втором – к одной строке или столбцу прибавляем 

линейную комбинацию всех остальных.  

в) Избавимся от дробей в определителе, вынося за знак определителя 

из первой строки 1 3 , из второй – 1 5 , из третьей – 1 6 , а из четвертой – 

1 10 . Дальнейшие действия опять отмечаем стрелками. Получаем: 

                

1 3 4 3 7 3 2 3 1 4 7 2

4 5 1 5 2 5 7 5 4 1 2 71 1 1 1

7 2 2 3 1 2 4 3 21 4 3 83 5 6 10

2 5 7 2 4 5 1 2 4 35 8 5

       = 

5 5 5 5 0 0 5 0

4 1 2 7 6 3 2 91 1 1 1 1 1 1 1

21 4 3 8 18 7 3 53 5 6 10 3 5 6 10

4 35 8 5 12 27 8 3

 

 

 

                  

6 3 9 1 3 9
1 1 1 1 1 1 1

5 18 7 5 6 3 7 5
3 5 6 10 3 6 10

12 27 3 2 27 3

        = 

1 3 9 1 3 9
1 1 1 1

0 16 22 2 3 0 8 11
3 10 3 10

0 33 15 0 11 5

 

8 111 1
2 2 (40 121) 16,2

11 510 10
.▲ 

 

 

1 

-1 

2  

-3 
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Метод элементарных преобразований дает эффективный способ вы-

числения определителя, особенно в том случае, когда быстро определя-

ются комбинации строк или столбцов, позволяющие обратить в нуль как 

можно большее количество элементов (случай приведенных ранее при-

меров). В том случае, когда вычисляемый определитель не имеет ни 

строки, ни столбца с пропорциональными числами, если среди его эле-

ментов нет ни одной единицы, а также, если вы просто не знаете, с чего 

начать преобразования, можно воспользоваться методом прямоугольни-

ков.  

Метод прямоугольников заключается в следующем: 

1. Выбираем элемент определителя, отличный от нуля и отмечаем его 

кружком. Этот элемент назовем опорным или ведущим. Пусть это будет 

ija . Строку и столбец, на пересечении которых находится опорный эле-

мент, назовем соответственно опорными строкой и столбцом.  

2. Перед определителем записываем коэффициент, равный 1
1

( )n
ija

, 

где n – порядок определителя, опорную строку оставляем без изменения, 

опорный столбец дополняем нулями. 

3.  Элемент, расположенный в k -й строке l -м столбце пересчитыва-

ется по формуле kjilijklkl aaaaa , где ija  – опорный элемент. Это прави-

ло получило название правила прямоугольников: каждый элемент пере-

считывается как определитель второго порядка, строки и столбцы кото-

рого проходят через опорный и через пересчитываемый элементы, а 

главной является диагональ, содержащая опорный элемент. Вот как это 

выглядит, например, если 23a  – опорный элемент, а пересчитывается 31a : 

(элементы определителя второго порядка находятся в вершинах прямо-

угольника):  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

,  3321233131 aaaaa . 

4. Понижаем порядок определителя, разлагая его по опорному 

столбцу. 

Метод прямоугольников удобен тем, что его легко сформулировать в 

виде алгоритма на каком-либо языке программирования. Приведем еще 
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один алгоритм, равносильный приведенному ранее (опишем действия на 

i-том шаге алгоритма).  

1. Выберем в качестве опорного элемента элемент, стоящий в i-том 

столбце i-той строки и вынесем перед определителем коэффици-

ент 1/(aii)
n-i

 (степень равна количеству строк, оставшихся ниже 

опорной). Если aii=0, то переставим строки таким образом, чтобы 

на этом месте был ненулевой элемент, не забывая о перемене зна-

ка определителя.  

2. Опорную строку и строки с меньшим номером оставляем без из-

менений, в опорном столбце в оставшихся строках дописываем 

нули.  

3. Пересчитываем остальные элементы матрицы по правилу прямо-

угольников.  

4. Если на данном этапе получился определитель со строкой, со-

стоящей из нулей, то определитель равен нулю, в противном слу-

чае продолжаем действия до тех пор, пока не получим определи-

тель верхней треугольной матрицы. Этот определитель равен 

произведению элементов главной диагонали. 

 

Пример 29. Вычислить определитель 

3 4 7 5

2 5 4 3

4 9 8 5

3 2 5 3

. 

∆ Этот определитель не имеет ни хорошего столбца, ни хорошей 

строки. Среди его элементов нет даже ни одной единицы. Применим ме-

тод прямоугольников. В качестве опорного элемента выберем, например, 

тройку, расположенную во второй строке и последнем столбце. Покажем 

подробно, как пересчитываются, например, элементы 12a  и 43a  (не забы-

вайте, что главной является диагональ, содержащая опорный элемент): 

3 4 7 5

2 5 4 3

4 9 8 5

3 2 5 3

,   12 4 3 5 5 13a ; 



 32 

3 4 7 5

2 5 4 3

4 9 8 5

3 2 5 3

,   43 5 3 4 3 27a . 

Пересчитывая таким же способом остальные элементы, последова-

тельно получаем:  

3 2

3 4 7 5 1 13 1 0
1 13 1

2 5 4 3 2 5 4 31 1
2 2 4

4 9 8 5 2 2 4 03 3
15 21 27

3 2 5 3 15 21 27 0

 

1 13 1 0 12 3
12 32 2 2 2

1 1 2 1 1 2 (12 6) 4
2 13 3 3 3

5 7 9 0 2 1

. 

 

Точно такой же результат можно получить, используя вторую схему 

алгоритма: 

3

23 2

3 4 7 5 3 4 7 5
вынесем из второй и третьей строк (-1)

2 5 4 3 0 7 2 11
из четвертой 6,

4 9 8 5 0 11 4 53
 и переставим вторую и четвертую строки

3 2 5 3 0 6 6 24

3 4 7 5 3 4 7 5

0 1 1 6 0 1 1 66 2

0 11 4 5 0 03 3 1

0 7 2 1

2

2

3 4 7 5

0 1 1 62

15 71 0 0 15 493 15

0 0 9 43 0 0 0 6

2 3 1 15 6
4.

3 15

Заметим, что при самостоятельном вычислении удобнее использовать 

первую схему алгоритма, так как она позволяет избежать громоздких вы-

числений за счет свободы выбора опорного элемента. В случае про-

граммной реализации степень сложности вычислений роли не играет, по-

этому можно использовать второй алгоритм, не требующий на каждом 

шаге создавать новую переменную для определителя меньшего порядка. 
▲ 
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Теорема 2 (Лапласа). Если в определителе выделить k  строк 

(столбцов), то определитель равен сумме произведений всех миноров k -

го порядка, расположенных в выделенных строках (столбцах), на их ал-

гебраические дополнения. 

Следует заметить, что теорема Лапласа является обобщением теоремы 

о разложении по строке или столбцу. 

Пример 30. Используя теорему Лапласа, вычислить следующие опре-

делители:  

а) 

1 0 2 0 3

0 2 0 3 0

2 0 3 0 4

0 3 0 4 0

3 0 4 0 3

; б) 

3 1 1 4 1

4 1 1 4 6

6 2 3 6 8

2 1 1 3 4

5 2 3 6 1

. 

∆ а) Если в определителе 5-го порядка выделить две строки или два 

столбца, то в них расположены 
2

5

5 4
10

2
C  миноров второго порядка. 

Таким образом, определитель представляется в виде суммы десяти сла-

гаемых, тогда как при разложении по строке или столбцу слагаемых бу-

дет только пять. Но если в заданном определителе выделить второй и 

четвертый столбцы, то можно заметить, что из всех миноров второго по-

рядка, расположенных в этих столбцах, только один отличен от нуля: тот, 

который находится во второй и четвертой строках. В результате слагае-

мое остается только одно:  

12

1 0 2 0 3

1 2 30 2 0 3 0
2 3

( 1) 2 3 4 ( 1)(1 ( 7) 2 ( 6) 3 ( 1)) 22 0 3 0 4
3 4

3 4 30 3 0 4 0

3 0 4 0 3

.  

б) В этом определителе вообще нет нулей, поэтому, чтобы эффектив-

но применить теорему Лапласа, мы его сначала преобразуем, а затем вы-

числим по теореме Лапласа: 
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3 1 1 4 1

4 1 1 4 6

6 2 3 6 8

2 1 1 3 4

5 2 3 6 1

 =       

3 1 1 4 1

1 0 0 0 5

6 2 3 6 8

1 0 0 1 3

5 2 3 6 1

 = 

3 1 1 4 1

1 0 0 0 5

1 0 0 0 7

1 0 0 1 3

5 2 3 6 1

  

 

2 3 1 5 2 3

1 1 4
1 5 1 1

( 1) 0 0 1 2( 1)( 1) 2
1 7 2 3

2 3 6

.▲ 

 

Пример 31. Вычислить определитель  

1 2 3 1

2 3 4

3 4 5

... ... ... ... ... ...

1

n n

n n

n n

n n n n n

n n n n n











 

∆  Для вычисления этого определителя используем метод приведения 

к треугольному виду. Метод заключается в преобразовании определителя 

к такому виду, где все элементы, расположенные по одну сторону от 

главной диагонали, равны нулю. Как упоминалось ранее, полученный 

определитель равен произведению элементов главной диагонали. 

Прибавим последнюю строку, умножив ее на (-1), к каждой строке 

определителя: 

1 2 1 0

2 3 0 0

...

1 0 0 0

n n

n n

n n n n n





   


 

Разложим этот определитель по последнему столбцу. Получим опре-

делитель порядка n-1, содержащий нулевые элементы ниже побочной 

диагонали: 

  -1 

  -1 

-1 
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1 2 2 1

2 3 1 0
1 .

1 0 0 0

n n

n n

n n
n





    



 

Перестановкой столбцов приведем определитель к верхнему тре-

угольному виду. Для этого сначала поставим последний столбец на место 

первого, последовательно переставляя его с соседними столбцами. При 

этом определитель изменит знак n-2 раза. Далее аналогично поставим по-

следний столбец нового определителя на место второго, при этом опре-

делитель изменит знак n-3 раза. Продолжая таким образом переставлять 

столбцы, приходим к определителю 

1
2 3 1 ( 1) 2 3 1

2

1 2 1

0 1 2
1 1 1 .

0 0 1

n n
n n n n n

n

n
n n n

 





   



▲ 

Пример 32. Вычислить следующие определители:  

а) 
1 2 3 4

4 2 2 2 2
1 2 3 4

3 3 3 5
1 2 3 4

1 1 1 1

x x x x
W

x x x x

x x x x

; б) 

2

2

2

2

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0 0
( )

0 0 0 1

n

x x

x x x

x x
x

x x







     



.  

∆ а) Каждый столбец этого определителя состоит из последователь-

ных степеней одной и той же переменной, начиная с нулевой и заканчи-

вая степенью, которую позволяет порядок. Такой определитель носит на-

звание определителя Вандермонда. Прибавив поочередно к каждой стро-

ке, начиная с последней, предыдущую, умноженную на ( 1x ), получим 

новый определитель: 

1 2 3 4 2 1 3 1 4 1

4 2 2 2 2
1 2 3 4 2 2 1 3 3 1 4 4 1

3 3 3 5 2 2 2
1 2 3 4 2 2 1 3 3 1 4 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1

0

0 ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )

x x x x x x x x x x
W

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x
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Разложим по первому столбцу новый определитель, а затем из каж-

дого столбца вынесем общий множитель:  

4 2 1 3 1 4 1 2 3 4 2 1 3 1 4 1 3

2 2 2
2 3 4

1 1 1

( )( )( ) ( )( )( )W x x x x x x x x x x x x x x x W

x x x

. 

Таким образом, мы свели определитель Вандермонда опять же к 

определителю Вандермонда, но имеющему порядок на единицу меньше. 

В результате переменная 1x  в определителе пропала, но перед ним поя-

вились множители 2 1( )x x , 3 1( )x x , 4 1( )x x . Аналогично от третьего 

порядка переходим ко второму, переменная 2x  в определителе при этом 

пропадает, однако появляются множители 3 2( )x x , 4 2( )x x . Итак,  

4 2 1 3 1 4 1 3 2 4 2
3 4

1 1
( )( )( )( )( )W x x x x x x x x x x

x x
 

2 1 3 1 4 1 3 2 4 2 4 3( )( )( )( )( )( )x x x x x x x x x x x x . 

В результате получили, что определитель Вандермонда четвертого 

порядка равен произведению всевозможных разностей переменных, от 

которых он зависит (эти переменные расположены в первой строке). При 

этом индекс вычитаемой переменной меньше индекса уменьшаемой. 

Этот результат можно записать, используя сокращенное обозначение 

произведения: 

4 2 1 3 1 4 1 3 2 4 2 4 3

1 4

( )( )( )( )( )( ) ( )j i

i j

W x x x x x x x x x x x x x x . 

Методом математической индукции можно доказать, что для опре-

делителя Вандермонда n -го порядка справедлива аналогичная формула: 

1

( )n j i

i j n

W x x . 

б) При решении предыдущего примера был использован метод, при 

котором определитель определенного вида сводится к определителям та-

кого же вида, но меньшего порядка. Он называется методом рекуррент-

ных соотношений и применяется при вычислении определителей n -го 

порядка. Этим методом и вычислим ( )n x . Для начала разложим его по 

первой строке, а затем второй из полученных определителей еще и по 

первому столбцу: 
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2

2

2

2

2

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0 0
( )

0 0 0 1

0 0 0 1

n

x x

x x x

x x
x

x x

x x







     





 

2

2 2

2

2

22

1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0

(1 ) 0 0 0

0 0 1

0 0 0 10 0 1

x x x x

x x x

x x x

x x

x xx x

 

 

     

    



 

2

2

2

2
2 2

2

2

2

1 0 0
1 0

1 0 0
1 0

(1 )

0 0 1
0 0 1

0 0 1

x x
x x

x x
x x

x x

x x
x

x x







    
   






 

2 2
1 2(1 ) ( ) ( )n nx x x x . 

Найдем определители при малых значениях n : 

2
1( ) 1x x , 

2
2 2 2 2 4

2 2

1
( ) (1 ) 1

1

x x
x x x x x

x x
, 

2 2
3 2 1( ) (1 )x x x 2 2 4 2 2 2 4 6(1 )(1 ) (1 ) 1x x x x x x x x . 

Теперь видна закономерность:  

                                                         2

0

( ) , 1
n

k
n

k

x x n .                                   

Для доказательства последней формулы воспользуемся методом матема-

тической индукции. Мы уже знаем, что формула истинна при n  равном 

единице, и даже при n  равном двойке и тройке. Предполагая, что форму-

ла верна для определителей ( 1)n  го порядка, докажем ее для определи-

телей порядка n . 
1 2

2 2 2 2 2 2
1 2

0 0

( ) (1 ) ( ) ( ) (1 )
n n

k k
n n n

k k

x x x x x x x x x  
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1 1 2
2 2( 1) 2( 1)

0 0 0

n n n
k k k

k k k

x x x  

[во второй сумме последнее слагаемое записываем отдельно] 
1 2 2

2 2 2( 1) 2( 1) 2

0 0 0 0

n n n n
k n k k k

k k k k

x x x x x , 

что и требовалось доказать. ▲ 

Пример 33. Все элементы определителя ( )t  n -го порядка являются 

дифференцируемыми функциями от одной переменной t . Доказать, что 

для производной этого определителя, рассматриваемого как функция от 

t , справедлива формула: 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t
t

f t f t f t





   



11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n n nn n n nn

f t f t f t f t f t f t

f t f t f t f t f t f t

f t f t f t f t f t f t

 

 


       

 

, 

т.е. показать, что производная определителя n -го порядка равна сумме n  

определителей такого же порядка, в каждом из которых все элементы од-

ной из строк исходного определителя заменены на их производные. 

∆ Доказательство проводим методом математической индукции.  

а) Проверяем утверждение при 2n : 

11 12
2 11 22 21 12

21 22

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f t f t
t f t f t f t f t

f t f t
 

11 22 11 22 21 12 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t f t f t  

11 22 21 12 11 22 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t f t f t f t f t f t f t f t  

11 12 11 12

21 22 21 22

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f t f t f t f t

f t f t f t f t
 –  

истинно.  

б) Предполагая, что утверждение верно для определителей 1n -го 

порядка, покажем, что оно верно и для определителей порядка n . Разло-

жим исходный определитель по первой строке:  
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11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t
t

f t f t f t





   



 

22 2 21 2 22 2, 1
1

11 12 1

2 1 2 , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n
n

n

n nn n nn n n n

f t f t f t f t f t f t

f f f

f t f t f t f t f t f t

  

         

  

Здесь в каждом слагаемом в определителе отсутствует столбец с номе-

ром, совпадающим со вторым индексом множителя перед определителем. 

К последнему выражению применяем правило дифференцирования про-

изведения и предположение индукции: 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

n

n
n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t
t

f t f t f t





   



 

=
22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



+
22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



+…+
22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



_ 

 

21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



_
21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



_..._
21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



+… 

 

+
22 2, 1

1
1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



  



+
22 2, 1

1
1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



  



+ 

+
22 2, 1

1
1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



  



 

Делаем перегруппировку слагаемых: 
( )n t  
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22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



22 2, 1
1

1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



   



 

22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



22 2, 1
1

1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



   



 

22 2

11

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



   



21 2

12

1

( ) ( )

( ) ( )

n

n nn

f t f t

f

f t f t



  



22 2, 1
1

1

2 , 1

( ) ( )

( 1)

( ) ( )

n
n

n

n n n

f t f t

f

f t f t



   



 

 

Снова используем формулу разложения по первой строке:  

( )n t

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t

f t f t f t





   



+

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t

f t f t f t





   



+…+ 

+

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f t f t f t

f t f t f t

f t f t f t





   



.▲ 
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§ 5. Обратная матрица 
 

Определение 10. Квадратная матрица B  называется обратной для 

квадратной матрицы A , если 

                                                     AB BA E .                                         (7) 

Если для квадратной матрицы существует обратная, то обе эти матри-

цы имеют одинаковый порядок. Матрицу, обратную матрице A, будем 

обозначать 1A . 

Теорема 3 (существования и единственности). Квадратная матри-

ца A  имеет обратную тогда и только тогда, когда A невырождена, т.е. 

0det A . В случае существования обратная матрица определяется 

единственным образом:  

11 21 1 11 12 1

12 22 2 21 22 21

1 2 1 2

1 1

det det

n n

n n

n n nn n n nn

A A A A A A

A A A A A A
A

A A

A A A A A A

T
 

 

       

 

,                     (8) 

где ijA  – алгебраическое дополнение к элементу ija  матрицы A .  

Таким образом, чтобы для квадратной матрицы A  найти обратную, 

следует составить матрицу CA  из алгебраических дополнений к элемен-

там матрицы A , транспонировать ее и все элементы разделить на Adet . 

Пример 34. Пусть A  – квадратная матрица, k  – некоторое натураль-

ное число, kA O , но 1kA O . Доказать, что  
1 2 2 1( ) k kE A E A A A A . 

∆ Введем обозначения ( )E A B , 2 2 1k kE A A A A C  и 

найдем произведение BC . Учитывая, что все натуральные степени квад-

ратной матрицы перестановочны между собой, а также, что единичная 

матрица перестановочна с любой, получаем:  
2 2 1( )( )k kBC E A E A A A A  

2 2 3 2 1 1k k k k kE A A A A A A A A A E A E . 

Таким образом, матрицы B  и C  удовлетворяют определению 11. Зна-

чит, C  – обратная к B . В силу единственности обратной матрицы 
1C B , что и требовалось доказать. ▲ 

Пример 35. Найти матрицу, обратную к невырожденной матрице вто-

рого порядка 
11 12

21 22

a a
A

a a
. 

∆ Находим алгебраические дополнения ( 1)i j
ijijA M . Вспомним, 
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что первый индекс обозначает номер вычеркиваемой строки, а второй – 

номер вычеркиваемого столбца. Таким образом: 
2

11 22 22( 1)A a a , 3
12 21 21( 1)A a a , 

3
21 12 12( 1)A a a , 

4
22 11 11( 1)A a a . 

Составляем обратную матрицу, следуя формуле (1.8): 

22 121

21 11

1

det

a a
A

a aA
.▲ 

Из данного результата получаем следующее правило построения об-

ратной матрицы второго порядка: элементы на главной диагонали ме-

няем местами, у остальных меняем знак, и все элементы делим на опре-

делитель. 

Пример 36. Проверить, имеет ли матрица A обратную и, если имеет, 

то найти ее: 

2 1 1

3 2 4

3 1 2

A . 

Найдем det A  по правилу треугольников:  

2 1 1

3 2 4 8 12 3 6 8 6 9 0

3 1 2

. 

Матрица невырождена, значит, обратная к ней существует. Составля-

ем матрицу из алгебраических дополнений, транспонируем ее и делим на 

определитель: 

1

2 4 3 4 3 2

1 2 3 2 3 1
0 3 6

1 1 2 1 2 11 1
6 7 11

1 2 3 2 3 19 9
3 1 1

1 1 2 1 2 1

2 4 3 4 3 2

T

A . 

Конечно, для матрицы третьего порядка следует научиться считать 

алгебраические дополнения устно, а не расписывать так подробно. При 

этом полезно использовать так называемую «матрицу знаков», которая 

показывает положение алгебраических дополнений, отличающихся зна-

ком от дополнительных миноров. «Матрица знаков» третьего порядка 
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выглядит так:  

. 

Для проверки правильности вычислений можно, например, найти 

произведение 1AA : 

1

0 3 6 2 1 1 9 0 0
1 1

6 7 11 3 2 4 0 9 0
9 9

3 1 1 3 1 2 0 0 9

A A E . 

Так как оно равно единичной матрице, то обратная найдена верно. ▲ 

Свойства обратных матриц.  

Если A  и B  – невырожденные квадратные матрицы одного и того же 

порядка и 0 , то справедливы следующие равенства:  

1. 
1det( ) 1 detA A ;         2. AA 11)( ;        3. 11 )1()( AA ; 

4. TT AA )()( 11 ;          5. 111)( ABAB . 

Пример 37. Известно, что 1 11 3 3 1
,

5 7 4 2
A B . Найти следую-

щие матрицы: а) A; б) 1(3 )A ; в) 1 1( )TB A .  

∆ Используем свойства обратной матрицы и правило построения об-

ратной матрицы второго порядка.  

а) Так как 1det 8A , то 1 1 7 31
( )

5 18
A A . 

б) 1 1 1 31 1
(3 ) ( )

5 73 3
A A . 

в) Согласно свойствам обратной матрицы 

1 1 1 1 1 1 7 3 3 41
( ) ( ) ( ) ( )

5 1 1 28

T T TB A A B A B  

18 22 9 / 4 11 41

14 18 7 4 9 / 48
. ▲ 

Для матриц более высокого порядка, чем третий, вычисление об-

ратной описанным способом вызывает некоторые затруднения. Так, на-

пример, для матрицы четвертого порядка придется найти шестнадцать 

определителей третьего порядка и один четвертого. Существует другой 

способ вычисления обратной матрицы, не требующий нахождения боль-
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шого количества определителей. Он основан на решении систем линей-

ных уравнений и его алгоритм может быть сформулирован следующим 

образом. Cоставляем матрицу размера n×2n, в первые n столбцов которой 

записываем матрицу А, в последующие n столбцов – единичную матрицу 

Е n-го порядка, отделенную от А вертикальной чертой. Полученная таким 

образом матрица называется расширенной и обозначается [A|E]. Приме-

няя к расширенной матрице элементарные преобразования только над 

строками, приведем матрицу А к единичной. При этом матрица Е приво-

дится к А
-1

. 

Пример 38. С помощью элементарных преобразований найти обрат-

ную матрицу для матрицы 
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

. 

∆ Запишем расширенную матрицу и будем стрелками обозначать эле-

ментарные преобразования.  

 

1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 2 2 1 1 0 0
  

1 1 1 1 0 0 1 0 0 2 0 2 1 0 1 0

1 1 1 1 0 0 0 1 0 2 2 0 1 0 0 1

 

 

1 0 1 0 0.5 0 0.5 0 1 0 0 1 0 0.5 0.5 0

0 0 2 2 1 1 0 0 0 0 2 2 1 1 0 0
      

0 2 0 2 1 0 1 0 0 2 0 2 1 0 1 0

0 0 2 2 0 0 1 1 0 0 0 4 1 1 1 1

 

 

1 0 0 0 0.25 0.25 0.25 0.25

0 0 2 0 0.5 0.5 0.5 0.5

0 2 0 0 0.5 0.5 0.5 0.5

0 0 0 4 1 1 1 1

. 

 

Разделим в последней матрице четвертую строку на 4, а вторую и тре-

тью – на (-2), а также переставим вторую и третью строки. Получим: 

0.5
 
0.5
 

0.25
 0.5

 

0,5  -1 

-1 

-1 1 

0,5 

-1 

0,25 

0,5 

0,5 
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1 0 0 0 0.25 0.25 0.25 0.25

0 1 0 0 0.25 0.25 0.25 0.25

0 0 1 0 0.25 0.25 0.25 0.25

0 0 0 1 0.25 0.25 0.25 0.25

. 

Справа от единичной матрицы записана А
-1

: 

1

1 1 1 1

1 1 1 11

1 1 1 14

1 1 1 1

А  ▲ 

 

Определение 11. Матричными уравнениями называются уравнения 

вида AX B , XA B , AXC B , где A , B  и C  – заданные матрицы, X  – 

искомая.  

Матрица X  называется решением матричного уравнения, если при 

подстановке в него она обращает уравнение в верное равенство. 

Пример 39. Решить следующие матричные уравнения: 

а) 
3 1 1 0

5 2 0 1
X ; б) 

3 1 1 3 3 0

5 2 1 2 1 4
X ; в) 

3 1 1 0

6 2 0 1
X ; 

г)
3 1 1 1

6 2 1 1
X ; д)

5 3 4

6 3 5 3 2 1

4 2 2

X ; е)

2 1 1 7

3 2 4 17

3 1 2 13

X . 

∆ а) В буквенных обозначениях уравнение имеет вид: AX E . Един-

ственная матрица, которая может удовлетворять этому уравнению, это 
1X A . Так как det 1 0A , то 1A  существует. Итак, 

1 2 1

5 3
X A  (для матрицы второго порядка обратную находим по 

известному правилу). 

б) Это уравнение имеет вид AXC B , где 
3 1

5 2
A , 

1 3

1 2
C , 

3 0

1 4
B . Так как det 1 0A , det 1 0C , то обе эти матрицы не-

вырождены, а значит, имеют обратные: 

1 2 1

5 3
A , 1 2 3 2 3

1 1 1 1
C . 

Если уравнение умножить слева на 1A , а справа – на 
1C , получим: 
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1 1 2 1 3 0 2 3 18 25

5 3 1 4 1 1 48 66
X A BC .  

в) Уравнение имеет вид AX E , причем det 0A . Если уравнение 

имеет решение, то X  – квадратная матрица второго порядка, причем 

det( ) det det 0 detAX A X E . Получили противоречие. Это значит, 

уравнение решения не имеет.  

г) Уравнение имеет вид: AX B . Так как det det 0A B , то противо-

речия нет, но решать уравнение с помощью обратной матрицы нельзя. 

Если решение существует, то X  – квадратная матрица второго порядка. 

Пусть 
x y

X
z t

. Заданное уравнение 
3 1 1 1

6 2 1 1

x y

z t
 приводит 

нас к системе  

3 1,

6 2 1,

3 1,

6 2 1

x z

x z

y t

y t

, 

которая, очевидно, решения не имеет. Поэтому и матричное уравнение 

решения не имеет. 

д) Уравнение имеет вид: XA B ,  

5 3 4

det 6 3 5 30 60 48 48 36 50 4 0

4 2 2

A , 

значит, существует  

1

1

3 5 6 5 6 3

2 2 4 2 4 2
5 3 4 4 2 3

3 4 5 4 5 31 1
6 3 5 8 6 1 .

2 2 4 2 4 24 4
4 2 2 0 2 3

3 4 5 4 5 3

3 5 6 5 6 3

T

A

Умножая все уравнение справа на 1A , получаем:  

1

4 2 3
1 1

3 2 1 8 6 1 4 4 4 1 1 1
4 4

0 2 3

X BA . 
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е) Уравнение имеет вид: AX B . В примере 36 показано, что матрица 

А имеет обратную  

1

0 3 6
1

6 7 11
9

3 1 1

A . 

Тогда  

1

0 3 6 7 27 3
1 1

6 7 11 17 18 2
9 9

3 1 1 13 9 1

X A B .▲ 

Пример 40. Докажите, что если матрицы A и В невырожденные и пе-

рестановочны, то матрицы А
-1

 и В
-1

 также перестановочные.  

∆ Из условий задачи имеем, что А
-1

 и В
-1

 существуют и ,АВ ВА  при-

чем det 0.AB  Если произведения матриц равны, то будет верным и ра-

венство 
1 1

.AB BA  Согласно свойству 5 обратной матрицы, 
1 11 1 1 1,   ,AB B A BA A B следовательно, 1 1 1 1,B A A B  что и требо-

валось доказать.▲ 

Задачи для самостоятельного решения. 

 

1. Заданы матрицы 

1 3 0

1 2 4 ,

2 1 3

A  

1 1 1

2 0 2 ,

2 0 1

B  
2 3

,
4 1

С  

1 2
 ,

3 2
D  

1 2 3
,

2 4 5
F  

2 4 1
,

3 0 5
G  

5 1 4
.

3 2 5
H  Из перечис-

ленных операций выполнить те, которые определены: а) 2 ;A B  б) 

3 4 5 ;С D E  в) 10 4 ;A D F  г) 5 8 ;F G  д) 2 3 .F G H  

2. Заданы матрицы 

1

2 ,

3

А  1 4 0 ,B  

1 2 3

0 1 1 ,

2 1 2

C  

2 0 2

3 1 0 ,

1 1 1

D  

1 2

,0 1

1 2

F  
3 1 2

.
0 1 3

G  Из перечисленных произ-

ведений , , , , , ,AB BA AF FA CD DC , ,CF FC ,FG GF  вычислите те, которые 

существуют.  

3. Докажите, что для произвольных перестановочных матриц A  и B  

справедливы следующие равенства: 
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а) 2 2 2( ) 2A B A AB B ; б) 2 2 2( ) 2A B A AB B ;  

в) 3 3 2 2( )( )A B A B A AB B ; г) 3 3 2 2( )( )A B A B A AB B .  

4. Докажите, что для любых натуральных чисел m  и n  справедливы 

следующие равенства: а) m n m nA A A ; б) mnnm AA )( . 

5. Из перечисленных произведений , , ,T T T TAB B A A B AB  вычислите те, 

которые существуют:  

a) 
5 4 0

,
3 1 1

A  
2 1

;
1 3

B  б) 3 1 1 ,A  

2

1 ;

3

B  в) 

1 1
,

1 1
А  

3 0
.

2 5
B   

6. Найти 2( ) ,TAB C  где 

2 0
3 4 2 1 3

,  1 3 ,  .
1 0 5 0 4

0 5

A B C   

7. Найти ,TA C  где 
1 2 3 0 1 1 2

,  .
4 5 6 1 2 0 1

A C   

8. Найти 3 ,AB E  где 

1 2 3 1 1 1

1 0 2 ,  3 1 2 .

4 5 3 2 1 0

A B   

9. Найти ( ) ,T TA B  где 
2 0 3

,  1 2 3 .
7 2 1

A B   

10. Найти 2( ) ,TA A  где 

1 1 1

3 1 2 .

2 1 0

A   

 Найти ,f A  если 

11. 2
2 1

( ) 3,  .
3 3

f x x x A   

12. 3 2 2
3 1

( ) 9 3 8 11 6 30,5 .
5

1  
4

f x x x x x x x A   

13. 2

2 1 1

( ) 2 1,  3 1 2 .

1 1 0

f x x x A   

14. 2

1 4 3

( ) ,  2 5 3 .

2 4 2

f x x x A   



 49 

15. 2

1 0 2

( ) 3 4 1,  0 0 1 .

0 1 0

f x x x A   

Вычислите определители: 

16. 
2

2

log log
.

log log

a a

bb

b b

a a
 17. 

2 3 4

1 0 2 .

1 2 1

 18. 

3 4 5

2 3 4 .

1 2 3

 19. 

3 4 1

2 1 3 .

4 3 2

  

20. .

a a a

a a a

a a a

 21. 

2 5 3

1 4 2 .

7 3 0

 22. 

7 3 5

1 4 1 .

3 4 2

 23. 

7 2 9

2 1 6 .

3 2 7

  

24. 

8 28 38 48

1 3 5 7
.

4 14 19 24

7 5 3 1

 25. 

3 1 2 4

1 2 5 1
.

7 0 9 9

13 1 17 4

 26. 

3 1 2 4

0 0 1 6
.

2 1 3 1

2 2 3 1

  

27. 

2 3 2 0

5 0 3 2
.

4 0 1 5

1 6 2 1

 28. 

3 2 1 3

4 1 2 3
.

3 2 1 2

4 1 3 1

 29. 

1 1 2 2

2 2 2 2
.

1 1 1 3

1 1 1 1

  

30. 

1 2 1 3

2 1 4 1
.

3 3 2 1

4 2 2 1

31.

3 1 2 1

1 2 1 0

4 0 1 3

2 0 3 1

 32. 

2 3 0 5

4 3 1 1
.

2 5 1 3

2 7 2 2

   

33. 

5 7 1 4

2 3 4 2
.

3 2 1 1

2 4 3 1

 34. 

3 9 3 6

5 8 2 7
.

4 5 3 2

7 8 4 5

35. 

2 5 1 2

3 7 1 4
.

5 9 2 7

4 6 1 2

 

36. 

3 2 2 2

9 8 5 10
.

5 8 5 8

6 5 4 7

 37. 

7 3 2 6

5 5 5 5

8 9 4 9

3 3 3 3
.

7 2 7 3

3 3 3 3

5 3 3 4

5 5 5 5

 38. 

27 44 40 55

20 64 21 40
.

13 20 13 24

46 45 55 84
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39. 

0 ... 0 0

0 ... 0 0

0 0 ... 0 0
.

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...

0 0 ... 0

a b

a b

a

a b

b a

 40. 

1 2 3 ...

1 0 3 ...

1 2 0 ...
.

1 2 3 ...

... ... ... ... ...

1 2 3 ... 0

n

n

n

n
  

41. 

1 2 0 0 0 0 0

3 4 3 0 0 0 0

0 2 5 3 0 0 0

0 0 2 5 3 0 0

0 0 0 0 0 5 3

0 0 0 0 0 2 5
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1

1

2

1

3

1

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x
n







    



  

43. При каких a определитель 

1 2

3 0

2 1

a

a

a

 равен нулю? 

Решить уравнения: 

44. 

3 2 4

3 1 3 0.

4 4

x x

x

x

 45. 

1 0

1 1 2 0.

2 1 1

x

x  46. 

2 3

2 1 2 0.

3 2 1

x x

  

47. 

1 1 1

1 1 1 0.

1 1 2

x

x

 48. 7 4 5 0.

2 1 0

x x x

 49. 

21

1 2 4 0.

1 1 1

x x

  

50. 

4

4 0.

4

x x

x x

x x

 51. 

1 3 4
2 1

2 5 3 .
4 2 1

2 2 7

x x

x x
  

Решить неравенства: 

52. 
22 7 2

1.
3 1

x

x
 53. 

2 1

3 3 5 24.

7 2 1

x

x

x

 54. 

2 2 1

1 1 2 0.

5 3

x

x

  

55. 

1 3

4 5 1 0.

2 1 5

x

  

Найти 1A : 
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56. 

1 2 2

2 1 1 .

4 3 5

A  57. 

0 2 0

3 2 1 .

5 1 0

A  58. 

2 1 0

0 2 1 .

1 1 1

A   

59. 

1 2 2

2 1 2 .

2 2 1

A  60. 

2 3 4 1

4 2 3 2
.

3 1 4 3

A
a b c d

 61. 

3 5 2 4

3 4 5 3
.

5 7 7 5

8 8 5 6

A  

Решить матричные уравнения:  

62. AX B и ,YA B  если 

1 2 3 1 3 0

3 2 4 , 10 2 7 .

2 1 0 10 7 8

A B   

63. 3 2 ,A X E  если 

1 2 6

4 3 8 .

2 2 5

A   

64. 2 ,XA B C  если 

1 1 1
2 1 1 1 0 5

0 1 1 , , .
3 0 6 1 2 1

0 0 1

A B C   

65. ,AXB C  если 
1 2 2 3 1 3

, , .
2 3 4 1 4 2

A B C   

66. ,XA B  если 

5 3 1 8 3 0

1 3 2 , 5 9 0 .

5 2 1 2 15 0

A B   

67. ,AXB C  если 

2 3 1 9 7 6 2 0 2

4 5 2 , 1 1 2 , 18 12 9 .

5 7 3 1 1 1 23 15 11

A B C   

68. ,XA B  если 

2 2 1
5 5 2

2 1 2 , .
5 8 1

1 2 2

A B   

69. 2 ,AX B C  если 

1 1 1 1 1 2 2 3 0

0 1 1 , 0 3 4 , 4 3 5 .

0 0 1 2 0 1 1 1 0

A B C   

70. 2 ,XA B E  если 

1 1 3 1 3 2

2 5 7 , 1 2 0 .

1 1 2 3 1 4

A B   
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71. Найти 1 1, 2 3 , , , , , ,T TA B A B A B A B AB BA A B  если 

1 2 2 4
, .

3 4 5 6
A B   

72. Найти 1 1, , , , 2 , , 3 2 , ,AB BA AC CB CBA C C E C  если 

1 2 1 0 1
3 0 1

, 3 1 , 3 1 2 .
2 1 2

0 2 0 1 1

A B C   

73.  Даны матрицы 

1 3 0 1 0 2 6 5 7

0 4 1 , 0 1 1 , 2 2 4 .

2 3 0 2 0 2 3 3 6

A B X  До-

казать, что ,AX BX  хотя .A B   

ОТВЕТЫ 

1.а)

1 7 1

4 4 10 ;

2 2 5

 б) 
3 17

;
24 10

 в) ;  г)
11 22 7

;
14 20 15

 д) 
12 3 13

.
5 2 10

2. 

1 4 0

2 8 0 ;

3 12 0

AB  9 ;BA  ;AF  ;FA

11 1 1

2 2 1 ;

5 3 6

CD  

2 2 10

3 7 8 ;

3 2 2

DC  

5 10

1 1 ;

0 1

CF  ;FC

3 3 4

0 1 3 ;

3 3 4

FG  
5 9

.
3 7

GF  5. а) 

;AB  ;T TB A  

7 14

7 7 ;

1 3

TA B  ;TAB б) 4;AB  4;T TB A  ;TA B ;TAB в) 

5 5
;

1 5
AB  

5 1
;

5 5

T TB A  
1 5

;
5 5

TA B
5 5

.
1 5

TAB  

6. 
9 13

;
22 9

 7. 

4 9 1 2

5 12 2 6 ;

6 15 3 0

 8. 

2 2 3

4

8 3

3 3

5

 9. . 10.

13 9 6

9 13 6 .

6 6 18

 

11. 
12 6

.
18 18

 12.
12 6

.
24 0

 13.

5 0 4

5 1 1 .

3 0 0

 14. 

0 0 0

0 0 0 .

0 0 0

 15. 

0 6 2

0 2 4 .

0 4 2

16. 

¾.17. 3. 18. 0. 19. 33. 20. 34 .a  21. -120. 22. -171. 23. 188. 24. 0. 25. 0. 26. 75. 

27. 102. 28. -187. 29. 16. 30. 81. 31. -60. 32. 42. 33. 75. 34. 18. 35. -9. 36. -6. 
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37. 2/3. 38. 1. 39. .n na b  40. n! 41. 1 15 2 4 3 .n n

n  42. 
1 1

.
2 1 ! !

n
x

n n
 43. 

3.a  44. 4, 1.х х  45. 
1,2

1
.

2

i
x  46. 3.x  47. 0, 1.х х  48. .х   49. 

1, 2.х х  50. 1 2,34, 1 7 .x х i 51. x=-29. 52. 1,4 .x  53. 
3

, .
7

x  54. 

6, 4 .x  55. 3, .x 56. 

2 4 0
1

14 3 5
10

10 5 5

 57. 

1 0 2
1

5 0 0
10

7 10 6

 58. 

1 1 1

1 2 2

2 3 4

 59. 

1 2 2
1

2 1 2
9

2 2 1

 

60.

4 5 8 8 8 8 5 4

6 7 8 3 4 15 5 101

4 6 2 8 3 7 12 4 88 15 12 19

5 7 2 8 4 7 19 10 8

b c d b c d b c d

a c d a c d a d

a b d a b d a da b c d

a b c a b c a b c

 61. 

5 3 5 6

8 53 43 41
.

2 8 2 117

19 60 49 1

  62. 

6 4 5

2 1 2

3 3 3

, 

20 15 13

105 77 58

152 112 87

 63. 

1 3 9

6 4 12

3 3 7

 

64. 
5 3 1

5 7 15
 65. 

25 251

26 270
 66. 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 67. 

1 1 1

1 2 3

2 3 1

 68. 
2 1 1

3 0 1
 

69. 

5 16 8

4 7 5

4 2 1

 70. 

21 45 156

21 15 21

51 20 79

 71. 
3 2

,
2 10

A B  
4 16

2 3 ,
21 10

A B  

6 0
,

0 20

T TA B A B  
12 16

,
26 36

AB  
14 20

,
23 34

BA  1
2 1

,
1,5 0,5

A  

1
6 4

8
5 2

B  72. 
3 8

,
1 9

AB  

1 2 3

11 1 5 ,

4 2 4

BA  
3 1 2

,
5 1 2

AC  

1 4

0 11 ,

3 3

CB  

10 8 14

2 44 22 44 ,

30 6 18

CBA  1

1 1 1
1

3 1 1 ,
2

3 1 1

C  

1 0 3

3 2 9 1 6

0 3 5

C E   

 


