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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îöåíêè îñöèëëÿöèé âïåðâûå ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â ðàáîòàõ
Ä.Ãèëüáåðòà è À.Ïóàíêàðå ïðè èçó÷åíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ñîâðåìåííûé ýòàï èçó÷åíèÿ ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé íà÷èíàåòñÿ ñ ñåðåäèíû
60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, êîãäà îíè çàíÿëè ïðî÷íîå ìåñòî â àðñåíàëå àíàëè-
òèêîâ, èñïîëüçóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â èõ òåð-
ìèíàõ ìîæíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêèõ êðàåâûõ çà-
äà÷. Ýòîò ýòàï áåðåò ñâîå íà÷àëî îò çíàìåíèòîé ðàáîòû Äæîíà�Íèðåíáåðãà
(1961). Íåñêîëüêî ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ñðåäíèå îñöèëëÿöèè ïðåäñòàâëÿ-
þò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü òåîðåìà Ôåôôåðìàíà�Ñòåéíà î äâîéñòâåííîñòè
ïðîñòðàíñòâà Õàðäè èëè îïèñàíèå À.Êàëüäåðîíà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ àíàëèç íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ ìåðîé, â êîòîðîé ñðåäíèå îñöèëëÿöèè èãðàþò âûäåëåííóþ ðîëü �
îíè äàþò, ïî ñóùåñòâó, åäèíñòâåííûé ñïîñîá èçìåðåíèÿ Lp -ãëàäêîñòè ôóíê-
öèé â òàêîé îáùåé ñèòóàöèè. Ýòî îáóñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ
ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáúåêòà. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
èññëåäîâàíèÿ ïî ýòîé òåìàòèêå íîñèëè îòäåëüíûé, èçîëèðîâàííûé õàðàêòåð.

Ñ óêàçàííûìè íàïðàâëåíèÿìè è ñâÿçàíû èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí-
íûå â äàííîé äèññåðòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà òèïà
Ïóàíêàðå�Ñîáîëåâà íà îáùèõ êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïîëó÷èì
ðÿä íåðàâåíñòâ äëÿ îñöèëëÿöèé ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Lp , p > 0 , êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îöåíêè, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, èìåþò ðÿä ïðèëîæåíèé, êîòîðûå òàêæå
ïðèâåäåíû â íåé.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè è òåìàìè

Òåìà äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïðèîðèòåòíîìó íàïðàâëåíèþ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü
(ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû¿). Ðàáîòà
íàä äèññåðòàöèåé ïðîâîäèëàñü íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé â ðàìêàõ ñëå-



2

äóþùèõ ãîñáþäæåòíûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò Áåëîðóññêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà:

1. Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðîãðàììà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé 2011�2015 ãã., òåìà
1.4.02 ¾Èññëåäîâàíèå êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé
àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì åñòåñòâåííûõ íàóê è
ýêîíîìèêè¿, íîìåð ãîñ. ðåãèñòðàöèè � 20113526, �463/25).

2. Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðîãðàììà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé 2016-2020 ãã., òåìà
1.4.02.1 ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì åñòå-
ñòâåííûõ íàóê è ýêîíîìèêè¿, íîìåð ãîñ. ðåãèñòðàöèè 20161715, �765/25.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîâåäåíèå ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé.

Îñíîâíûå çàäà÷è äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå îöåíêè äëÿ ñðåäíèõ Lp -êîëåáàíèé ôóíêöèè íà
îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé p > 0 .

2. Èññëåäîâàòü õàðàêòåð ñâîéñòâà ñàìîóëó÷øåíèÿ Lp -íåðàâåíñòâà òèïà
Ïóàíêàðå íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè âñåõ p > 0 .

3. Ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Äæîíà-Íèðåíáåðãà äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíê-
öèé ñ îðãàíè÷åííûìè îñöèëëÿöèÿìè BMOϕ äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ôóíêöèé ϕ .

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèå êîëåáàíèÿ (îñöèëëÿöèè), õà-
ðàêòåðèçóþùèå ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå è ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé,
ïîçâîëÿþùèå èçìåðÿòü, â ÷àñòíîñòè, ãëàäêîñòü â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ
Lp(X) íà ëþáîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íîâèçíà è îñ-
íîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äîêàçàíû îïòèìàëüíûå îöåíêè äëÿ ñðåäíèõ Lp -êîëåáàíèé ôóíêöèè íà
îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé p > 0 .

2. Äîêàçàíî ñâîéñòâî ñàìîóëó÷øåíèÿ Lp -íåðàâåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå íà
îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè âñåõ p > 0 .
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3. Äîêàçàíû àíàëîã òåîðåìû Äæîíà-Íèðåíáåðãà äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíê-
öèé ñ îãðàíè÷åííûìè îñöèëëÿöèÿìè BMOϕ äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ôóíêöèé ϕ è èõ ñîâïàäåíèå ñ êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì BMO .

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Îöåíêè äëÿ ñðåäíèõ Lp -êîëåáàíèé ôóíêöèè íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé p > 0 .

2. Êîëè÷åñòâåííàÿ ôîðìà ñâîéñòâà ñàìîóëó÷øåíèÿ Lp -íåðàâåíñòâà òèïà
Ïóàíêàðå ïðè p > 0 .

3. Àíàëîã òåîðåìû Äæîíà-Íèðåíáåðãà äëÿ ïðîñòðàíñòâ BMOϕ äëÿ øè-
ðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ϕ è èõ ñîâïàäåíèå ñ ïðîñòðàíñòâîì BMO íà
ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷ è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿëàñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷-
íûì ðóêîâîäèòåëåì äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Êðîòîâûì Â.Ã.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ Èâàíèøêî È.À., íîñÿò ïðîìåæó-
òî÷íûé õàðàêòåð, íå âõîäÿò â ÷èñëî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè áîëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ ñîèñêàòåëåì
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Øàíèíûì Ð.Â. ñîàâòîðó Øàíèíó Ð.Â. ïðèíàä-
ëåæèò ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à
àâòîðîì äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí ñëó÷àé îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó, äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÁÃÓ
(ðóêîâîäèòåëü � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Ý.È. Çâå-
ðîâè÷).

2. 16-ÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè
ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, 27 ÿíâàðÿ�3 ôåâðàëÿ 2012 ã., Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾XI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ êîíôåðåíöèÿ¿, 5�9 íîÿáðÿ 2012 ã., Ìèíñê, Áåëàðóñü.
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4. Ñåìèíàð ãðóïïû ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà¿ óíèâåðñèòåòà èì.
Ôðèäðèõà Øèëëåðà, 16 äåêàáðÿ 2013 ã., Éåíà, Ãåðìàíèÿ.

5. 17-ÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè
ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, 27 ÿíâàðÿ�3 ôåâðàëÿ 2014 ã., Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ.

6. Ñåìèíàð ãðóïïû ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà¿ óíèâåðñèòåòà èì.
Ôðèäðèõà Øèëëåðà, 17 äåêàáðÿ 2014 ã., Éåíà, Ãåðìàíèÿ.

7. XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçî-
âàíèå. VIII Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿.
VII Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è èíôîðìàöèîííûå
òåõíîëîãèè â íàóêå è ïðîèçâîäñòâå¿, 27 ìàÿ- 3 èþíÿ 2014 ã., Ðîñòîâ-íà-Äîíó,
Ðîññèÿ.

8. XII Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíê-
öèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, 27 èþíÿ�4 èþëÿ 2015 ã., Êàçàíü,
Ðîññèÿ.

9. 73 Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ÁÃÓ, 16 ìàÿ 2016 ã.,
Ìèíñê, Áåëàðóñü.

10. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾XII Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ÁÌÊ�2016¿, 5�10 ñåíòÿáðÿ 2016 ã., Ìèíñê, Áåëàðóñü.

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 10 íàó÷-
íûõ ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ 4 � ñòàòüè â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïóíêòîì 18 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷å-
íûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü (îáùèì îáúåìîì 2.09 àâòîðñêîãî ëèñòà),
5 � ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé, 1 � òåçèñû äî-
êëàäîâ íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââå-
äåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòèêè, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷å-
ñêîãî ñïèñêà.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèñ-
ñåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäÿòñÿ Lp -îñöèëëÿöèè ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ óäâîåíèÿ, è
èçó÷àþòñÿ èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â òåðìèíàõ ýòèõ îñöèëëÿöèé äîêàçûâàþò-
ñÿ ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè è àíàëîãè íåðàâåíñòâ
Ñîáîëåâà�Ïóàíêàðå.
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Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ¾ñàìîóëó÷øåíèÿ¿ Lp -íåðàâåíñòâà
Ñîáîëåâà-Ïóàíêàðå íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ýòîé ãëàâå òàê-
æå ïîëó÷åíû àíàëîãè èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ Òðóäèíãåðà è Ìîððè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâ BMO . Â íåé
ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Äæîíà-Íèðåíáåðãà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç ðå-
çóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ òåîðåì Ñïàííå è Êàìïàíàòî�
Ìåéåðñà.

Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 99 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé
ñïèñîê ñîäåðæèò 160 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûå ïóáëèêàöèè ñîèñ-
êàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, â êîòî-
ðûõ èñïîëüçîâàëèñü ñðåäíèå Lp -îñöèëëÿöèè ôóíêöèé â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà
Rn è íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
ñ ìåðîé. Òàêæå â îáçîðå ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ î èññëåäîâàíèÿõ íåðà-
âåíñòâà Ñîáîëåâà è åãî ñâîéñòâà ñàìîóëó÷øåíèÿ. Îòäåëüíîå ìåñòî â äàííîì
îáçîðå çàíèìàþò èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííûõ ñðåäíèõ îñöèë-
ëÿöèé (BMO ).

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ è èçó÷åíèþ îñíîâíûõ îáúåêòîâ äèññåð-
òàöèè � îöåíîê ñðåäíèõ Lp -îñöèëëÿöèé ôóíêöèè. Ïðèìåðàìè òàêèõ îöåíîê
ìîãóò ñëóæèòü êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà 

B

∣∣∣∣∣∣f(x)− 1

|B|

ˆ

B

f(y) dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx

1/q

. r

 
B

|∇f(x)|p dx

1/p

(1)

(B ⊂ Rn � øàð ðàäèóñà r , |B| � ìåðà Ëåáåãà B ), êîòîðûå íàçûâàþò
îáû÷íî íåðàâåíñòâàìè Ïóàíêàðå (ïðè q = 1 ) è Ïóàíêàðå�Ñîáîëåâà (ïðè
1/q = 1/p− 1/n ).

Îáîçíà÷åíèå A . B â íåðàâåíñòâå (1) è âñþäó íèæå âñåãäà áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî A ≤ cB . Ïðè ýòîì ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé c îïðå-
äåëåííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå èãðàþò ðîëè.
Òàêèå ïîñòîÿííûå ìîãóò çàâèñåòü îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, íî ýòè çàâèñè-
ìîñòè òàêæå íå èãðàþò ñóùåñòâåííîé ðîëè. Åñëè íàì íóæíî áóäåò óêàçàòü
ïàðàìåòðû, îò êîòîðûõ òàêèå ïîñòîÿííûå çàâèñÿò, òî ìû áóäåì äåëàòü ýòî
ÿâíî â íèæíèõ èíäåêñàõ.
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Ïóñòü (X, d, µ) � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà, ò.å. X � õàóñäîð-
ôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ïîðîæäàåòñÿ êâàçèìåòðèêîé d (ñ
ïîñòîÿííîé ad ), à ìåðà µ � ðåãóëÿðíà è ñâÿçàíà ñ d óñëîâèåì óäâîåíèÿ:
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ aµ ≥ 1 , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

µ (B(x, 2r)) ≤ aµµ (B(x, r)) (2)

äëÿ ëþáûõ x ∈ X è r > 0 .
Çäåñü

B(x, t) = {y ∈ X : d(x, y) < t}
� øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ X ðàäèóñà t > 0 . Äëÿ øàðà B ÷åðåç rB
îáîçíà÷àåì åãî ðàäèóñ.

Â ðàáîòå, êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîëè÷åñòâåííóþ ôîðìó
óñëîâèÿ (2): ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0 , òàêàÿ, ÷òî

µ (B(x,R)) ≤ aµ

(
R

r

)γ
µ (B(x, r)) (3)

äëÿ ëþáûõ x ∈ X è 0 < r ≤ R .
Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ

fB =

 

B

f dµ =
1

µB

ˆ

B

f dµ

ôóíêöèè f ∈ L1
loc ïî øàðó B ⊂ X . Ýòè ñðåäíèå íàçûâàþò ÷àñòî ñðåäíèìè

Ñòåêëîâà.
Ðàññìîòðèì êëàññû ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûå íàìè â

äàëüíåéøåì ïðè ââåäåíèè îáîáùåííûõ Lθ îñöèëëÿöèé.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ η : (0, 2] → R+ ïî÷òè óáûâàåò, åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî c ≥ 1
η(t2) ≤ c η(t1) ïðè 0 < t1 ≤ t2. (4)

Äëÿ ïî÷òè âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè íåðàâåíñòâî η(t2) ≤ cη(t1) â (4) çàìåíèì
íà η(t2) ≥ c η(t1) . Âïåðâûå òàêèå òåðìèíû áûëè ïðèìåíåíû Ñ.Í. Áåðíøòåé-
íîì.

Äëÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ 0 ≤ α < β <∞ îáîçíà÷èì Ω[α, β] êëàññ ôóíêöèé
η : (0, 2] → R+ , äëÿ êîòîðûõ: 1) η âîçðàñòàåò è η(+0) = lim

t→+0
η(t) = 0 ; 2)

η(t)t−α ïî÷òè âîçðàñòàåò; 3) η(t)t−β ïî÷òè óáûâàåò.
Êðîìå òîãî ïîëîæèì

Ω[α, β) =
⋃
β′<β

Ω[α, β′], Ω[α,∞) =
⋃
β>α

Ω[α, β)



7

è
Ω[0, α] = Ω(α), Ω =

⋃
α>0

Ω(α).

Îñíîâíîé öåëüþ ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå Lθ -îñöèëëÿöèé

Oθ(f,B, I) =

 
B

|f(y)− I|θ dµ(y)

1/θ

(5)

ôóíêöèè f ∈ Lθloc(X) ïî øàðàì B íà (X, d, µ) . Çäåñü I ∈ R � íåêîòîðîå
çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Ñ ïîìîùüþ îñöèëëÿöèé (5) ââîäèì

N(θ)
η f(x) = sup

B3x,rB<1

Oθ(f,B, f(x))

η(rB)
, (6)

S(θ)η f(x) = sup
B3x,rB<1

Oθ(f,B, fB)

η(rB)
, (7)

ãäå η ∈ Ω , à òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âçÿòà ïî âñåì øàðàì B , ñîäåðæàùèì
òî÷êó x . Åñëè θ = 1 , òî ìû íå áóäåì óêàçûâàòü âåðõíèé èíäåêñ â îáîçíà-
÷åíèÿõ (6)�(7). Êðîìå òîãî, åñëè η(t) = tα , òî â íèæíåì èíäåêñå âìåñòî η
áóäåì ïèñàòü α .

Êîíå÷íî, â (6)�(7) ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f ∈ Lθloc(X) , à ïðè θ < 1
â (7) íóæíî äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå f ∈ L1

loc(X) .
Â ñëó÷àå X = Rn äëÿ η(t) = tα , 0 < α ≤ 1 , îïåðàòîðû N

(θ)
α âïåðâûå

ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ À. Êàëüäåðîíà (1972). Â ýòîé æå ñèòóàöèè îïåðàòîðû
S
(θ)
α áûëè ââåäåíû À. Êàëüäåðîíîì è Ð. Ñêîòòîì (1978).
Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ À.Êàëüäåðîíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå, äàþùåå îïèñàíèå êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà
W p

1 (Rn) : åñëè p > 1 è f ∈ Lp(Rn) , òî óñëîâèÿ f ∈ W p
1 (Rn) è N1f ∈ Lp(Rn)

ðàâíîñèëüíû.
Ðàññìîòðèì îñöèëëÿöèè

Aθ(f,B) = inf
I
Oθ(f,B, I) (8)

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû

A(θ)
η f(x) = sup

B3x,rB<1

Aθ(f,B)

η(rB)
, (9)

ãäå η ∈ Ω è sup âçÿò ïî âñåì øàðàì B , ñîäåðæàùèì òî÷êó x .
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Âïåðâûå ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè (9) ïðè θ > 0 , η(t) = tα íà Rn áûëè
îïðåäåëåíû À. Êàëüäåðîíîì è Ð. Ñêîòòîì (1978). Îäíàêî îíè íå ïîëó÷èëè
òàì (è â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ïî ýòîé òåìàòèêå) äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ è
ïðèìåíåíèé.

Âàæíûì àíàëèòè÷åñêèì àïïàðàòîì â íàøåé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿí-
íûå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I

(θ)
B f , ðåàëèçóþùèå òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü

â (8), êîòîðûå áóäóò âûïîëíÿòü ðîëü ñðåäíèõ Ñòåêëîâà, êîãäà ïîñëåäíèå íå
ñóùåñòâóþò (åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé). Îäíèì
èç âàæíåéøèõ âûâîäîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè óñïåøíî ñïðàâëÿ-
þòñÿ ñ ýòîé ðîëüþ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lθloc(X) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X

lim
r→+0

I
(θ)
B(x,r) = f(x). (10)

Òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (10), íàçîâåì θ -òî÷êàìè Ëåáåãà.
Âìåñòå ñ òåì èñïîëüçîâàíèå I

(θ)
B f ñâÿçàíî ñ íîâûìè äîïîëíèòåëüíûìè

òðóäíîñòÿìè, îáóñëîâëåííûìè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ I
(θ)
B f îò f .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2 � ýòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ñ ïî-
ìîùüþ ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé A

(θ)
η f îöåíèâàþòñÿ óêëîíåíèÿ ¾ñðåäíèõ¿

I
(θ)
B(x,r)f îò çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) . Ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêàì îñöèëëÿöèé

Oq(f,B, I) â ñëó÷àÿõ I = I
(θ)
B f è I = f(x) .

Òåîðåìà 1 ([3]) Ïóñòü θ, p > 0 , 0 < α < γ/p , η ∈ Ω[α, γ/p) ,
f ∈ Lθloc(X) . Åñëè x � θ -òî÷êà Ëåáåãà, òî

|f(x)− I(θ)B(x,r)f | . η(r)
[
A(θ)
η f(x)

]1−αpγ   

B(x,r)

[A(θ)
η f ]p dµ


α/γ

. (11)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X 
B

∣∣∣f − I(θ)B f
∣∣∣q dµ

1/q

. η(rB)

  

2adB

[A(θ)
η f ]p dµ

1/p

(12)

è äëÿ êàæäîé θ -òî÷êè Ëåáåãà x ∈ B ôóíêöèè f 
B

|f − f(x)|q dµ

1/q

. η(rB)

A(θ)
η f(x) +

  

2adB

[A(θ)
η f ]p dµ

1/p
 , (13)

ãäå 1/q = 1/p− α/γ è . â (11)�(13) íå çàâèñÿò îò f , x è B .
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Ïðèíöèïèàëüíûì â íàøèõ ðåçóëüòàòàõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïàðàìåòðû
p > 0 è θ > 0 íå ñâÿçàíû íèêàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè, êðîìå ïîëîæèòåëü-
íîñòè, õîòÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè f
(êðîìå îñíîâíîãî f ∈ Lθloc(X) ) ìû íå äåëàåì. Áîëåå òîãî, èç íàøèõ ðåçóëü-
òàòîâ ìîæíî âûâîäèòü îöåíêè è äëÿ îñöèëëÿöèé Oq(f,B, fB) .

Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü q â òåîðåìå 1, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì
1/q = 1/p − α/γ (ýòî � ¾ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü Õàðäè�Ëèòòëâóäà�
Ñîáîëåâà¿), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî íåëüçÿ óâåëè÷èòü.

Óòâåðæäåíèÿ, ïîäîáíûå òåîðåìå 1, ïîëó÷åíû â äèññåðòàöèè è äëÿ ñëó÷à-
åâ αp > γ è αp = γ (òîãäà âìåñòî η ∈ Ω[α, γ/p) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
óñëîâèå η ∈ Ω[α,∞) ).

Ñâÿæåì òåïåðü ïîâåäåíèå ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé A
(θ)
η ñ ïðîñòðàíñòâà-

ìè Ñîáîëåâà. Ïóñòü p > 0 è η ∈ Ω[0,∞) . Ãîâîðÿò, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
f íà X ïðèíàäëåæèò (îäíîðîäíîìó) êëàññó Ṁp

η (X) , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X) è ìíîæåñòâî A ⊂ X , ÷òî µ(A) = 0 è

|f(x)− f(y)| ≤ η(d(x, y))[g(x) + g(y)], x, y ∈ X \ A. (14)

Êðîìå òîãî, ââåäåì íåîäíîðîäíûå âåðñèè êëàññîâ Ṁp
η (X)

Mp
η (X) = Ṁp

η (X) ∩ Lp(X).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå η(t) = tα áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Mp
α(X) .

Äëÿ p > 1 è η(t) = t îïðåäåëåíèå êëàññîâ Mp
η (X) âïåðâûå áûëî ïðè-

âåäåíî Ï. Õàéëàøîì (1996), ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Mp
1 (D) = W p

1 (D) äëÿ
äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé D ⊂ Rn . Ïîýòîìó Mp

1 (X) íàçûâàþò
ïðîñòðàíñòâàìè Õàéëàøà�Ñîáîëåâà.

È.À. Èâàíèøêî (2005) ðàññìàòðèâàëà êëàññû Mp
η (X) äëÿ îáùèõ ôóíê-

öèé η è äëÿ íèõ áûëè ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ ìàêñèìàëüíûõ ôóíê-
öèé Sη è Nη . Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ìû äîêàçûâàåì îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ è äàåì ñëåäóþùèå îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ Mp

η (X) â òåðìèíàõ ìàêñè-

ìàëüíûõ ôóíêöèé A
(θ)
η è N

(θ)
η .

Òåîðåìà 2 ([3]) Ïóñòü α, p > 0 , η ∈ Ω[α,∞) . Òîãäà

1) åñëè A
(θ)
η f ∈ Lp(X) ïðè íåêîòîðîì θ > 0 , òî f ∈ Ṁp

η (X) ,

2) åñëè f ∈ Ṁp
η (X) , òî N

(q)
η f ∈ Lp(X) ïðè 1/q > max {1/p− α/γ, 0} .

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé θ ìîæíî
áðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Ïðè θ < 1 è p ≤ 1 óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
íîâûì äàæå äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè η(t) = tα , α > 0 .
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Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå óñèëåíèå óïîìÿíóòîé
âûøå òåîðåìû Êàëüäåðîíà, êîòîðîå íåäàâíî áûëî ïîëó÷åíî À. Ãîãàòèøâèëè,
Ï. Êîñêåëîé è Þ. Æó (2013) äðóãèì ñïîñîáîì ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ
ãëàäêèõ ôóíêöèé òèïà êëàññîâ Áåñîâà è Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü p > 1 è f ∈ Lp(Rn) . Òîãäà

1) åñëè A
(θ)
1 f ∈ Lp(Rn) ïðè íåêîòîðîì θ > 0 , òî f ∈ W p

1 (Rn) ,

2) åñëè f ∈ W p
1 (Rn) , òî A

(θ)
1 f ∈ Lp(Rn) ïðè 1/θ > 1/p− 1/n .

×àñòü 2) òåîðåìû 3 õîðîøî èçâåñòíà è âêëþ÷åíà äëÿ ïîëíîòû, ïðè
1/θ < 1/p − 1/n ýòî óæå íåâåðíî, òàê êàê äëÿ òàêèõ θ ïðè f ∈ W p

1 (Rn)
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî f /∈ Lθ(B) äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ Rn . Ñóùåñòâåííî
íîâîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü 1) òåîðåìû 3 ïðè 0 < θ < 1 .

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àáñòðàêòíîé âåðñèè Lp -íåðàâåíñòâà Ïóàí-
êàðå è ñâîéñòâó åãî ñàìîóëó÷øåíèÿ ïðè p > 0 . Èñõîäíîé ïîçèöèåé ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå íà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

 

B

∣∣∣∣∣∣f(y)−
 

B

f dµ

∣∣∣∣∣∣ dµ(y) . rB

 
B

|∇f |p dµ

1/p

(15)

(B ⊂ Rn � øàð). Îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìîóëó÷øåíèÿ � èç íåãî âûòå-
êàåò ¾áîëåå ñèëüíîå¿ íåðàâåíñòâî 

B

∣∣∣∣∣∣f(y)−
 

B

f dµ

∣∣∣∣∣∣
q

dµ(y)

1/q

. rB

 
B

|∇f |p dµ

1/p

, (16)

ãäå p > 1 , 1/q = 1/p− 1/n .
Òàêîé ýôôåêò èçó÷àëñÿ äëÿ íåðàâåíñòâ áîëåå îáùåãî âèäà 

B

|f(y)− SBf |θ dµ(y)

1/θ

≤ η(rB)

 1

µ(B)

ˆ

σB

gp dµ

1/p

. (17)

äëÿ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé. Çäåñü f ∈ Lθloc(X) ,
g ∈ Lploc(X) , SBf � íåêîòîðîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò øàðà B è ôóíêöèè f ,
η � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, σ ≥ 1 .

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ èçó÷àåòñÿ â äàííîé ãëàâå: êàê ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé íåðàâåíñòâà (17) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Áóäåò ïîêà-
çàíî, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñàìîóëó÷øåíèÿ, êàê è èõ
êëàññè÷åñêèé âàðèàíò (15).
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Ïóñòü η ∈ Ω[0,∞) , σ ≥ 1 è θ, p > 0 . Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà ôóíêöèè
f ∈ Lθloc(X) , g ∈ Lploc(X) óäîâëåòâîðÿåò (σ, η, θ, p) -íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå,
åñëè äëÿ âñåõ øàðîâ B ⊂ X 

B

|f(y)− I(θ)B f |θ dµ(y)

1/θ

≤ η(rB)

 
σB

gp dµ

1/p

. (18)

Cëåäóþùàÿ òåîðåìà 4 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â ãëàâå 3. Îíà îïèñûâàåò ñâîé-
ñòâî ñàìîóëó÷øåíèÿ íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå (18) â ¾äîêðèòè÷åñêîì¿ ñëó÷àå.

Òåîðåìà 4 ([4]) Ïóñòü θ, p > 0 , 0 < α < γ/p , η ∈ Ω[α, γ/p) ,
σ ≥ 1 . Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè f ∈ Lθloc(X) , g ∈ Lploc(X) óäîâëåòâîðÿ-
þò (σ, η, θ, p) -íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå, 1/q ≥ 1/p− α/γ è B ⊂ X � øàð.

Òîãäà
1) åñëè 1/q = 1/p− α/γ , òî

µ
({
x ∈ B : |f(x)− I(θ)B f | > λ

})
µ (B)

.

η(rB)

λ

  

2adσB

gp dµ

1/p

q

, λ > 0;

(19)
2) åñëè 1/q > 1/p− α/γ , òî 

B

|f(y)− I(θ)B f |q dµ(y)

1/q

. η(rB)

  

2adσB

gp dµ

1/p

, (20)

ãäå . íå çàâèñÿò îò f , g è B .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè q ≥ 1 (ò.å. p ≥ γ(γ + α)−1 ), òî íåðàâåíñòâà (19) è
(20) â òåîðåìå 4 ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè â íèõ çàìåíèòü I(θ)B f íà èíòåãðàëüíûå
ñðåäíèå fB .

Â ñëó÷àå αp > γ óñëîâèå η ∈ Ω[α, γ/p) åñòåñòâåííî çàìåíèòü íà
η ∈ Ω[α,∞) . Òîãäà íåðàâåíñòâà äëÿ ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé ìîæíî óñèëèòü,
çàìåíèâ èõ ðàâíîìåðíûìè îöåíêàìè.

Òåîðåìà 5 ([4]) Ïóñòü p > 0 , α > γ/p , η ∈ Ω[α,∞) , σ ≥ 1 . Ïóñòü
òàêæå ôóíêöèè f ∈ Lθloc(X) , g ∈ Lploc(X) óäîâëåòâîðÿþò (σ, η, θ, p) -
íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå (18). Òîãäà
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1) äëÿ ëþáîé θ -òî÷êè Ëåáåãà x è ëþáîãî r > 0

|f(x)− I(θ)B(x,r)f | . η(r)

  

σB(x,r)

gp dµ


1/p

, (21)

2) äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X è ëþáûõ θ -òî÷åê Ëåáåãà x, y ∈ B

|f(x)− f(y)| . η(d(x, y))

  

2adσB

gp dµ

1/p

(22)

(. íå çàâèñÿò îò f , g , x è y ).

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 èç íåðàâåíñòâà (22) âûòåêàåò, ÷òî åñëè B ⊂ X

� ïðîèçâîëüíûé øàð è x, y ∈ B θ -òî÷êè Ëåáåãà, òî

|f(x)− f(y)| . η(d(x, y))[d(x, y)]−γ/p . [d(x, y)]α−γ/p,

ãäå . çàâèñèò îò øàðà B è ôóíêöèè g . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî ôóíêöèÿ f ïîñëå èçìåíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ëþáîì øàðå è åå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè íà ýòîì
øàðå îöåíèâàåòñÿ êàê ω(t, f) . η(t)t−γ/p .

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ¾êðèòè÷åñêèé¿ ïîêàçàòåëü α = γ/p . Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6 ([4]) Ïóñòü p > 0 , α = γ/p , η ∈ Ω[α,∞) , f ∈ L1
loc(X) ,

σ ≥ 1 . Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè f ∈ Lθloc(X) , g ∈ Lploc(X) óäîâëåòâîðÿþò
(σ, η, θ, p) -íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå (18).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ a , ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàðà
B ⊂ X ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

 

B

exp

a |f − I(θ)B f |
η(rB)

  

2adσB

gp dµ

−1/p
 dµ . 1, (23)

 
B

|f − I(θ)B f |q dµ

1/q

. η(rB)

  

2adσB

gp dµ

1/p

, q > 0 (24)

(ïîñòîÿííàÿ a è . íå çàâèñÿò îò f , g , σ è B ).
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Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà BMO è ñîäåðæèò äî-
êàçàòåëüñòâî àíàëîãà òåîðåìû Äæîíà�Íèðåíáåðãà íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé.

Íèæå áóäóò âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå Ck , k ≥ 1 . Îïðåäåëåíèå
êàæäîé èç òàêèõ ïîñòîÿííûõ áóäåò äàíî ïî ìåðå èõ ïîÿâëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ êëàññ íåïðåðûâíûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé
ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) , ñî ñâîéñòâàìè

ϕ(+0) = 0, lim
t→+∞

ϕ(t) = +∞.

Φ1 � ïîäêëàññ ôóíêöèé ϕ ∈ Φ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå: ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ aϕ , ÷òî

ϕ(t+ s) ≤ aϕ[ϕ(t) + ϕ(s)], t, s ∈ [0,+∞). (25)

Óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîìó ∆2 -óñëîâèþ Îðëè÷à

ϕ(2t) . ϕ(t)), t > 0. (26)

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå îáùèå îñöèëëÿöèè, ÷åì Aθ(f,B) , îïðå-
äåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Èìåííî, äëÿ ôóíêöèè ϕ ∈ Φ è
øàðà B ⊂ X ââîäèòñÿ äâà âèäà ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé

Aϕ(f,B) = inf
I
ϕ−1

( 
B

ϕ(|f(x)− I|)dµ(x)

)
, (27)

Sϕ(f,B) = ϕ−1
( 

B

ϕ(|f(x)− fB|) dµ(x)

)
, f ∈ L1

loc(X).

Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ(θ) = tθ , p > 0 îíè ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ
Aθ(f,B) è Oθ(f,B, fB) è ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ïèñàòü Aθ(f,B) è Sθ(f,B) .

Â ðàáîòå Ô. Äæîíà�Ë. Íèðåíáåðãà (1961) áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå âàæ-
íîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

BMO(B0) = {f ∈ L1
(B0) : ‖f‖∗ ≡ sup

B⊂B0

S1(f,B) < +∞},

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âçÿòà ïî âñåì ïîäêóáàì B ⊂ B0 êóáà B0 ⊂ Rn .
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò â ýòîé ðàáîòå � ñëåäóþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà:
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå A è a , çàâèñÿùèå òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà n , ÷òî äëÿ ëþáîãî êóáà B0 ⊂ Rn è f ∈ BMO(B0)

µ{x ∈ B0 : |f(x)− fB0
| > λ} ≤ Aµ(B0) exp

(
− aλ

‖f‖∗

)
, λ > 0, (28)



14

(ýòî � íåðàâåíñòâî Äæîíà�Íèðåíáåðãà).
Ïóñòü B0 ⊂ X � ôèêñèðîâàííûé øàð. Ââåäåì äàëåå êëàññû

BMOϕ(B0) = {f ∈ L1(B0) : ‖f‖∗ϕ ≡ sup
B⊂B0

Sϕ(f,B) < +∞}.

Â ñëó÷àå ϕ(t) = tp , p > 0 áóäåì ïèñàòü ïðîñòî BMOp(B0) . Â ñèëó
íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ

BMOq(B0) ⊂ BMOp(B0)

ïðè 0 < p < q <∞ . Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (28) âûòåêàåò, ÷òî íà ñàìîì
äåëå

BMOp(B0) = BMO(B0)

ïðè p ≥ 1 è ïîëóíîðìà ‖f‖∗p ýêâèâàëåíòíà ïîëóíîðìå ‖f‖∗ .
Â òàêîé ñâÿçè âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ñïðàâåäëèâû ëè ðàâåíñòâà

BMOϕ(B0) = BMO(B0) ? Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
Â îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà BMOϕ(B0) âêëþ÷åíà ëîêàëüíàÿ ñóììèðó-

åìîñòü ôóíêöèé f èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî òðåáîâàíèå âûãëÿäèò èñêóñ-
ñòâåííûì, åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ ðàñòåò íà áåñêîíå÷íîñòè ìåäëåííåå, ÷åì t .
Ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå øèðîêèé êëàññ

B̂MOϕ(B0) = {f : ‖̂f‖
∗
ϕ ≡ sup

B⊂B0

Aϕ(f,B) < +∞}.

Ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî B̂MOϕ(B0) = BMO(B0) ïðè øèðîêèõ óñëîâèÿõ
íà ôóíêöèþ ϕ è ïðîñòðàíñòâî X . Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì
íåðàâåíñòâà (28) äëÿ ñðåäíèõ Aϕ(f,B) .

Ïî àíàëîãèè ñ ãëàâîé 1, â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîñòîÿííûå IϕBf ,
îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 1 Ïóñòü ϕ ∈ Φ1 è f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
ϕ ◦ |f | ∈ L1

loc(X) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
IϕBf ∈ R , ÷òî

Aϕ(f,B) = ϕ−1
( 

B

ϕ(|f(x)− IϕBf |)dµ(x)

)
.

Çàôèêñèðóåì øàð B0 ⊂ X è ÷èñëî Λ > 1 .
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 4 � ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ

îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãà (28).
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Òåîðåìà 7 ([2]) Ïóñòü ϕ ∈ Φ1 è f ∈ B̂MOϕ(B0) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

µ{x ∈ B0 : |f(x)− IϕB0
f | > λ} ≤ C2µ(B0) exp(−C3λ), λ > 0.

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò ïîñòîÿííûõ ad è aµ , à

C2 = C1Λ, C3 =
ln Λ

ϕ−1(C4ϕ(‖̂f‖
∗
ϕ))

, C4 = aϕ(1 + C1Λ).

Ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå òåîðåìå 7, áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå íåñêîëüêèìè àâ-
òîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, â 1984 ãîäó Ð. Ëîíã è Ë. ßíã äîêàçàëè àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕ , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

ϕ(t1 + t2) ≤ ϕ(t1) + ϕ(t2) + C. (29)

Â 1987 ãîäó Ê. Øè è À. Òîð÷èíñêèé ïîëó÷èëè îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ Ð. Ëîíãà è Ë. ßíãà íà ôóíêöèè ϕ , óäîâëåòâîðÿþùèõ ∆2 -óñëîâèþ
Îðëè÷à (26). Îäíàêî, íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé îíè íàêëàäûâà-
ëè (êàê è Ð. Ëîíã è Ë. ßíã) äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå îíè íàçâàëè
¾óñèëåííûì óñëîâèåì óäâîåíèÿ¿. Ìû æå íå èñïîëüçóåì òàêèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî.

Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 7. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå, äàþùåå îïèñàíèå êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
BMO(B0) â òåðìèíàõ îñöèëëÿöèé Aϕ(f,B) .

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ . Òîãäà åñëè

sup
B⊂B0

inf
c

 
B

ϕ(|f(x)− c|) dµ(x) <∞,

òî f ∈ BMO(B0) .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Äîêàçàíî îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå�Ñîáîëåâà äëÿ ñðåä-
íèõ êîëåáàíèé ôóíêöèè íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ âûïîëíåíû îöåíêè Lp -ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé ôóíêöèé è
äëÿ íèõ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îïèñàíèÿ: óñòàíîâëåíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè
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äëÿ óêëîíåíèé ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé îò çíà÷åíèé ôóíêöèè, äîêàçàíû àíàëî-
ãè íåðàâåíñòâ Ñîáîëåâà�Ïóàíêàðå, Òðóäèíãåðà, Ìîððè. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíû
îïèñàíèå êëàññîâ Õàéëàøà�Ñîáîëåâà ïðè p > 0 è èçâåñòíûå ðàíåå íåðàâåí-
ñòâà äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ. [3, 6, 10]

2. Ïîëó÷åíà êîëè÷åñòâåííàÿ ôîðìà ñâîéñòâà ñàìîóëó÷øåíèÿ Lp -íåðà-
âåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè âñåõ p > 0 .
[4, 8, 9]

3. Äîêàçàí àíàëîã íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãà äëÿ ïðîñòðàíñòâ
BMOϕ è èõ ñîâïàäåíèå ñ ïðîñòðàíñòâîì BMO íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíî-
ðîäíîãî òèïà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ϕ . [1, 2, 5, 7]

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ (è óæå ïðèìåíÿþòñÿ) â òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â
÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè òîíêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé íà îáùèõ ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. Îíè ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû â ó÷åá-
íîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó è ñìåæíûì äèñöèïëèíàì.
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ÎÖÅÍÊÈ ÑÐÅÄÍÈÕ ÎÑÖÈËËßÖÈÉ ÔÓÍÊÖÈÉ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà, íåðàâåíñòâî Ïóàí-
êàðå�Ñîáîëåâà, ñâîéñòâî ñàìîóëó÷øåíèÿ íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå�Ñîáîëåâà,
òåîðåìà Äæîíà�Íèðåíáåðãà, ïðîñòðàíñòâî BMO , òåîðåìà Ñïàííå, òåîðåìà
Êàìïàíàòî�Ìåéåðñà.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîâåäåíèå ñðåäíèõ îñöèëëÿöèé.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü ñîâðåìåííûå ìåòîäû âåùåñòâåííîãî è
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ìàêñèìàëüíûìè îïå-
ðàòîðàìè, íåâîçðàñòàþùèìè ïåðåñòàíîâêàìè ôóíêöèè è îáîáùåííûìè Lp

îñöèëëÿöèÿìè ôóíêöèé.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:
� äîêàçàíû îïòèìàëüíûå îöåíêè äëÿ ñðåäíèõ Lp -êîëåáàíèé ôóíêöèè

íà îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé p > 0 ;
� äîêàçàíî ñâîéñòâî ñàìîóëó÷øåíèÿ Lp -íåðàâåíñòâà òèïà Ïóàíêàðå íà

îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè âñåõ p > 0 ;
� äîêàçàíû àíàëîã òåîðåìû Äæîíà-Íèðåíáåðãà äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíê-

öèé ñ îðãàíè÷åííûìè îñöèëëÿöèÿìè BMOϕ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíê-
öèé ϕ è èõ ñîâïàäåíèå ñ êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì BMO . Â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèé èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ òåîðåì Ñïàííå è
Êàìïàíàòî�Ìåéåðñà.

Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî àíà-
ëèçó íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, ïî ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó
è â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ïî ýòèì ðàçäåëàì
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.
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Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: ïðàñòîðà àäíàðîäíàãà òûïó, íÿðî²íàñöü Ïóàíêàðý�Ñî-
áàëåâà, ²ëàñöiâàñöü ñàìàïàëÿïøýííÿ íÿðî²íàñöi Ïóàíêàðý�Ñîáàëåâà, òýàð-
ýìà Äæîíà�Íiðåíáåðãà, ïðàñòîðà BMO , òýàðýìà Ñïàííå, òýàðýìà Êàìïà-
íàòî�Ìåéåðñà.

Ìýòàé äûñåðòàöûéíàé ïðàöû ç'ÿ²ëÿåööà äàñëåäàâàííå óëàñöiâàñöÿ²
ôóíêöûé ç àáìåæàâàííÿìi íà ïàâîäçiíû ñÿðýäíiõ àñöûëÿöûé.

Ó äûñåðòàöûi âûêàðûñòî²âàëiñÿ ñó÷àñíûÿ ìåòàäû ðý÷û²íàãà i ôóíêöû-
ÿíàëüíàãà àíàëiçó, çâÿçàíûÿ ç ðîçíûìi ìàêñiìàëüíûìi àïåðàòàðàìi, íåâîç-
ðàñòàþùèìè ïåðàñòàíî²êàìi ôóíêöûi i àáàãóëüíåíûìi Lp àñöûëÿöûé ôóíê-
öûé.

Ó äûñåðòàöûi àòðûìàíû íàñòóïíûÿ íîâûÿ âûíiêi:
� äàêàçàíû àïòûìàëüíûÿ àöýíêi äëÿ ñÿðýäíiõ Lp -âàãàííÿ² ôóíêöûi íà

àãóëüíûõ ìåòðû÷íûõ ïðàñòîðàõ, óêëþ÷àþ÷û âûïàäàê p > 0 ;
� äàêàçàíà ²ëàñöiâàñöü ñàìàïàëÿïøýííÿ íÿðî²íàñöi òûïó Ïóàíêàðå íà

àãóëüíûõ ìåòðû÷íûõ ïðàñòîðàõ ïðû ²ñiõ p > 0 ;
� àòðûìàíû àíàëàã òýàðýìû Äæîíà�Íèðåíáåðãà äëÿ ïðàñòîð ôóíêöûé

ç àáìåæàâàíûìi àñöûëÿöûé BMOϕ äëÿ øûðîêàãà êëàñà ôóíêöûé ϕ i ix
ñóïàäçåííå ñóïàäçåííå ç êëàñi÷íàé ïðàñòîðàé BMO(B0) . Ó ÿêàñöi ñëåäñòâà²
ç àñíî²íûõ âûíiêà² àòðûìàíû àáàãóëüíåííÿ òýàðýì Ñïàííå i Êàìïàíàòî�
Ìåéåðñà.

Âûíiêi ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû ² íàâóêîâûõ äàñëåäàâàííÿõ ïà àíàëiçå
íà ìåòðû÷íûõ ïðàñòîðàõ ç ìåðàé, ïà ãàðìàíi÷íàìó àíàëiçó i ² íàâó÷àëüíûì
ïðàöýñå, ïðû ÷ûòàííi ñïåöûÿëüíûõ êóðñà² ïà ãýòûõ ðàçäçåëàõ ñó÷àñíàé ìàò-
ýìàòûêi.
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SUMMARY

Parabkovich Andrei

ESTIMATIONS OF MEAN OSCILLATIONS OF FUNCTIONS

Keywords: space of homogeneous type, Poinc�are - Sobolev inequality, pro-
perty of self-improvement of Poinc�are - Sobolev inequality, John - Nirenberg
theorem, BMO space, Spanne theorem, Campanato - Meyers theorem.

The aim of the thesis is to study the properties of functions with restrictions
on the behavior of the average oscillations.

The thesis used modern methods of real and functional analysis related to
di�erent maximum operators, non-increasing rearrangement of the function and
generalized Lp -oscillations of functions.

The following new results were obtained:
� optimal estimates for the average Lp -oscillations of function on general

metric spaces including case p > 0 ;
� property of self-improvement Poinc�are type Lp -inequalities on general

metric spaces for all p > 0 ;
� an analogue of the theorem of John-Nirenberg for spaces of bounded mean

oscillations BMOϕ for wide class of functions ϕ and their coincidence with
classical space BMO(B0) . As a consequence of the main results was obtained a
generalization of the theorems Spanne and Campanato�Meyers.

The results can be used in research on the analysis on metric measure spaces,
harmonic analysis, and in the learning process, when reading special courses on
these topics in modern mathematics.


