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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО 
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ СИНГУЛЯРНО 

ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ 
The time-optimal problem for a linear singularly perturbed system with scalar control is 

considered. The asymptotic approximation to its solution is constructed. Calculations are reduced to 
determination of solutions to two optimal contro. problems of lower dimension than the original problem. 

В классе скалярных кусочно-непрерывных управляющих воздействий рас­
смотрим задачу оптимального быстродействия для линейной стационарной 
системы 
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где - малый положительный параметр, у - n-вектор, z - m-вектор, а остальные 
элементы задачи имеют соответствующие размеры. 

Предположение 1. Матрица А4 устойчивая, т. е. действительные части всех 
ее собственных значений отрицательны. 

Предположение 2. Выполнены условия 

В [1] изложен алгоритм построения асимптотических приближений произ­
вольного порядка к решению задачи (1), (2). Сделанные при обосновании алго­
ритма предположения нельзя назвать обременительными, однако для некото­
рых значений постоянных, формирующих задачу, не все из них выполняются 
(см. пример в конце настоящей статьи). Покажем, что можно построить при­
ближенное (в асимптотическом смысле) решение рассмотренной задачи при 
ослабленных предположениях. 

Для построения асимптотического приближения к оптимальному управле­
нию в задаче (1), (2) прежде всего решается вырожденная задача 

которую впредь будем называть первой базовой задачей. 

Предположение 3. Задача (3) имеет решение 

Согласно принципу максимума [2] 

где - нетривиальное решение сопряженной 

системы где 

а -матричная функция, удовлетворяющая дифферен­
циальному уравнению 

При выполнении предположения 2 коуправление , имеет 

конечное число нулей, а оптимальное управление в первой базовой задаче яв­

ляется релейным: . Обозначим точки переключения 

оптимального управления через t1,...,tl , занумеровав их в порядке воз­

растания, и введем в рассмотрение последовательность ­ зна­

чение оптимального управления на первом отрезке постоянства, а , 

. Оптимальную траекторию, порожденную управлением , 

обозначим через 
Далее решается следующая задача оптимального управления с бесконечной 

длительностью процесса: 

Эту задачу будем называть второй базовой. Заметим, что точка является 

положением равновесия динамической системы при управлении ко-
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торое обращает в нуль подынтегральное выражение в критерии качества. Это 
свойство вместе с предположениями 1, 2 гарантирует существование допусти­
мых управлений во второй базовой задаче. Отсюда, в свою очередь, следует, 
что задача (6) имеет решение (см. [3]) и является нормальной. 

В силу принципа максимума [2] 

где - некоторое решение сопряженной сис­

темы где 

a G(s), s 0, - (т т) -матричная функция, являющаяся решением начальной 

задачи 

dG / ds = -GA4, G(0) = Em. (8) 

В силу предположения 1 коуправление имеет конечное число 

нулей, а управление является релейным. Точки переключения этого 

управления обозначим через s1,..., sp, занумеровав их в порядке возрастания. 

Пусть - оптимальная траектория, порожденная управлением 

Заметим, что при этом если s < sr 

Отсюда видно, что задача (6) эквивалентна аналогичной задаче с конечной, но 
достаточно большой длительностью процесса. 

После решения базовых задач построим релейное управление , 

с точками переключения которое на пер­

вом промежутке постоянства принимает значение . Траекторию системы (1), 

им порожденную, обозначим через 

Построенное управление является асимптотическим приближением к решению 
задачи (1), (2), поскольку справедливы сформулированные ниже утверждения. 

Теорема. При выполнении предположений 1-3 в задаче (7), (2) с достаточ­
но малым существует оптимальное управление Время 

оптимального быстродействия стремится к Т0 при а 

Заметим, что при выполнении дополнительных условий, как показано в [1], 
Т(m) отличается от T0 на величину порядка 

Доказательство. В дальнейшем для сокращения записи будут исполь­
зованы обозначения 

Утверждение о существовании решения исходной задачи и стремлении вре­

мени оптимального быстродействия к Т0 является непосредственным следст­

вием теоремы 2.1 из [4]. Покажем, что 

В силу формулы Коши имеем 
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а , - матричная функция, являющаяся решением дифферен­

циального уравнения . Решение этого сингулярно 

возмущенного уравнения запишем в блочном виде: 

где F1, F2, F3, F4 - матрицы размеров соответствен­

но. С помощью метода пограничных функций [5] они могут быть разложены 
в асимптотические ряды: 

Подчеркнем, что это равномерные на отрезке [0, T0] асимптотические разло­

жения. Отметим как существенный факт также то, что для матричных функций 

называемых пограничными членами, имеют место оценки 

где - некоторые положительные постоянные. 

Приведем те из коэффициентов разложений (11), которые понадобятся при 
доказательстве теоремы: 

где - решения начальных задач (5) и (8) соответ­

ственно. 
Из формул (4), (7), (9) - (13) следует 

Поскольку управление , является допустимым в первой базовой 

задаче, то из (14) получаем 
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Из формулы Коши при выполнении предположения 1 следует 

что можно записать в другом виде: 

Поскольку управление является допустимым во второй базо­

вой задаче, то z*(0) = 0, но тогда из (15) - (17) получаем Тео­

рема доказана. 
Пример. Рассмотрим сингулярно возмущенную задачу оптимального быст­

родействия 

которая, в частности, описывает процесс управления дисководом [6]. Предпо­
ложения 1, 2 в этом примере задачи (1), (2) выполнены. 

Первая базовая задача 

имеет решение при любом начальном состоянии (см., например, [2]). 

Таким образом, выполнено и предположение 3. Заметим, что предположения, 
сделанные в [1], в данном примере не выполняются, если оптимальное управ­
ление в задаче (19) не имеет точек переключения, т. е. начальное состояние 

принадлежит линии переключения где 

Рассмотрим этот случай, считая для определенности, что (в задаче 

управления дисководом ). Тогда решением первой базовой задачи будет 

управление 
Оптимальное управление во второй базовой задаче 

имеет вид 

Согласно теореме, задача (18) с достаточно малым имеет решение, асимпто­

тическим приближением к которому в случае является управление 

Для оценки качества построенного асимптотического приближения были 
найдены состояния, в которые управление (20) переводит динамическую сис-
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тему при конкретных значениях параметров задачи. В случае, когда = -2, 

= 2, система при =0,1 оказывается в состоянии (0,19094; 0,13863; 0), 

а при = 0,01 - в состоянии (0,01909; 0,01386; 0) (результаты вычислений при­

ведены с точностью до 10-5). 
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