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В аналитическом виде найдено решение задачи Коши для линейного гипер-
болического уравнения с постоянными коэффициентами, в случае двух независи-
мых переменных при некоторых условиях на коэффициенты. Оператор уравнения
представляет собой композицию линейных операторов первого порядка.

Введение. В данной статье рассматривается задача Коши для ги-
перболического уравнения порядка m с постоянными коэффициента-
ми, где m – целое положительное число. Оператор уравнения пред-
ставляет собой композицию дифференциальных операторов первого
порядка. В задаче Коши искомая функция и уравнение рассматрива-
ются от двух независимых переменных.

Метод нахождения аналитического решения рассматриваемой за-
дачи Коши состоит в следующем. С помощью характеристик уравне-
ния определяется его общее решение. Из общего решения выделяется
то, которое удовлетворяет условиям Коши.

Эта задача в такой постановке изучалась авторами в статьях [1,
2]. В [1] рассмотрена задача Коши для однородного уравнения. В [2]
рассмотрен случай строго гиперболического уравнения.

В данной работе рассмотрены некоторые другие случаи.
Отметим, что задаче Коши для гиперболических уравнений посвя-

щена многочисленная литература. Более близкие к данной статье мож-
но выделить работы [3–8].

Постановка задачи. Задача изучается на плоскостиR2 двух неза-
висимых переменных t и x. В области Q = (0,∞)×R рассматривается
гиперболическое уравнение порядка m.

L(m)u =
mY

k=1

�
∂t − a(k)∂x + b(k)

�
u (t, x) = f (t, x) , (t, x) ∈ Q, (2.1)

где a(k), b(k) (k = 1, . . . ,m) – коэффициенты из R (действительные
числа), f : R2 ⊃ Q 3 (t, x) → f(t, x) ∈ R – заданная в Q функция,∂t =

= ∂
∂t , ∂x = ∂

∂x , ∂j
t = ∂j

∂tj , ∂j
x = ∂j

∂xj , ∂s
t ∂

j
x = ∂s+j

∂ts∂xj . На границе ∂Q =
= {(t, x) ∈ Q|t = 0} области Q задаются условия Коши

∂j
t u(0, x) = ϕ(j)(x), x ∈ R, j = 0, . . . , m− 1, (2.2)
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∂0
t u = u, Q̄ – замыкание области Q и Q̄ = [0,∞)× R.

Обозначим через K множество целых чисел от 1 до m, т. е. K =
= {1, 2, . . . , m}. С учетом кратности коэффициентов a(k) и b(k) опера-
тор L(m) запишем в виде

L̃(m) =
pY

k=1

�
∂t − a(k)∂x + b(k)

�r(k)
, (2.3)

где целые числа p и r (k) из множества K и Pp
k=1 r (k) = m. Для урав-

нения
L̃(m)u(t, x) = f(t, x) (2.4)

общее решение согласно [2] имеет вид

u (t, x) =
pX

k=1

r(k)X
s=1

ts−1e−b(k)tf (ks)
�
x + a(k)t

�
, (2.5)

где f (ks) – произвольные дифференцируемые функции.
Рассмотрим в этой статье уравнение (2.1), которое имеет только

кратные характеристики (является не строго гиперболическим) и все
коэффициенты a(k), k ∈ K равны, т. е. a(k) = a, k ∈ K.

Кроме этого все коэффициенты b(k) различны для любых k, j ∈ K
b(k) 6= b(j) для k 6= j. В этом случае общее решение уравнения (2.1)
имеет вид

u (t, x) =
mX

k=1
e−b(k)tf (k) (x + at) , (2.6)

где f (k) – произвольные из Cm функциии.
Ограничения на коэффициенты уравнения (2.1), при которых будет

рассмотрена задача Коши, сформулируем в виде условия.
Условие 1. Уравнение (2.1) является не строго гиперболическим,

для которого выполняются следующие условия на его коэффициенты:
(i) a(k) = a для любого номера k ∈ K, a 6= 0;
(ii) b(k) 6= b(j) для любых k, j ∈ K, k 6= j.
Отметим, что для случая, когда уравнение (2.1) является строго

гиперболическим, классическое решение задачи Коши получено в ра-
ботах авторов [1,2].

Решение задачи Коши. Рассмотрим сначала однородное урав-
нение

L(m)u = 0, (t, x) ∈ Q. (3.1)

Найдем решение задачи Коши (3.1), (2.2), если выполняется усло-
вие 1.
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Вычислим производные по t от функции (2.6). Для j = 0,m− 1
получаем

∂j
t u =

mX
k=1

e−b(k)t
jX

s=0
(−1)j−sAs

j(b
(k))j−s(as)∂s

t f
(k)(x + at), (3.2)

где As
j = j!

s!(j−s)! , 0! = 1. Подставляя значения производных (3.2) в усло-
вия (2.2), получаем систему уравнений относительно функций f (k) :
x → f (k)(x), k = 1, m,

mX
k=1

jX
s=0

(−1)j−sAs
j(b

(k))j−s(as)dsf (k)(x) = ϕ(j)(x), j = 0,m− 1. (3.3)

Рассматриваем более подробно систему уравнений (3.3). Она запи-
сывается следующим образом:

j = 0,
mX

k=1
f (k)(x) = ϕ(0)(x),

j = 1, a
mX

k=1
df (k)(x)−

mX
k=1

b(k)f (k)(x) = ϕ(1)(x),

j = 2, a2
mX

k=1
d2f (k)(x)− aA1

2

mX
k=1

b(k)df (k)(x)+

+
Pm

k=1(b
(k))2f (k)(x) = ϕ(2)(x),

. . .

j = m− 2, am−2
mX

k=1
dmf (k)(x)− · · ·+

+(−1)m−2−sasAs
m−2(b

(k))m−2−sdsf (k)(x)+
+ · · ·+ (−1)m−2(b(k))m−2f (k)(x) = ϕ(m−2)(x)

j = m− 1, am−1
mX

k=1
dm−1f (k)(x)− · · ·+

+(−1)m−1−sasAs
m−1(b

(k))m−1−sdsf (k)(x)+
+ · · ·+ (−1)m−1(b(k))m−1f (k)(x) = ϕ(m−1)(x).

(3.4)

Систему (3.4) преобразуем. Для этого первое уравнение из (3.4)
умножаем на aj и от обеих частей вычисляем производную j-го поряд-
ка. Полученное уравнение вычитаем из j-го уравнения системы (3.4).
Такую операцию проводим для каждого j = 1,m− 1.

Затем полученное второе уравнение

−
mX

k=1
b(k)f (k)(x) = ϕ(1)(x)− adϕ(0)(x)
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умножим на A1
ja

j−1 и дифференцируем обе части его до порядка j−1.
Полученное уравнение

−A1
ja

j−1
mX

k=1
b(k)dj−1f (k)(x) = dj−1

�
ϕ(1)(x)− dϕ(0)(x)

�
A1

j

вычитаем из j-го уравнения (j = 2,m− 1) новой полученной системы

mX
k=1

f (k)(x) = ϕ(0)(x),

mX
k=1

j−1X
s=0

(−1)j−sAs
j(b

(k))j−sasdsf (k)(x) = ϕ(j) − a2djϕ(0), j = 1,m− 1.

Опять третье уравнение новой уже полученной системы умножаем
на A2

ja
j−2 и дифференцируем j − 2 раз для j = 3,m− 1. Полученное

равенство вычитаем из j-го уравнения. Предложенную схему продол-
жаем до j −m + 2. В результате получим алгебраическую систему

B f(x) = fϕ(x),

где f(x) =
�
f (1)(x), . . . , f (m)(x)

�
, B – матрица определителя Вандер-

монда

‖B‖ =

�����������
1 . . . 1

b(1) . . . b(k)

. . . . . . . . .
(b(1))m−1 . . . (b(k))m−1

����������� = Y
16j<i6m

(b(i) − b(j)) 6= 0, (3.6)

fϕ(x) – вектор-функция, состоящий из элементов вектора-функции ϕ =�
ϕ(0)(x), . . . , ϕ(m−1)

�
(x), где fϕ(x) =

�
ϕ(0)(x),−1(ϕ(1)(x)− adϕ(0)(x)),

ϕ(2)(x)−a2d2ϕ(0)(x)−aA1
2d
�
ϕ(1)(x)− adϕ(0)(x)

�
, . . . , (−1)m−1

h
ϕ(m−1)(x)

−am−1dm−1ϕ(0)(x)− A1
m−1d

m−2
�
ϕ(1)(x)− adϕ(0)(x)

�
− . . .− Am−2

m−1ad×
×
�
ϕ(m−2)(x)− . . .

�i�
.

Решая систему (3.5) находим функции f (k)(x), которые определя-
ются формулой

f (k)(x) =
1

‖B‖‖B
(k)(fϕ(x))‖ =
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=
1

‖B‖

��������� 1 . . . 1 eϕ(0)(x) 1 . . . 1
b(1) . . . b(k−1) eϕ(1)(x) b(k+1) . . . b(m)

. . . . . . . . .
(b(1))m−1 . . . (b(k−1))m−1 eϕ(m−1)(x) (b(k+1))m−1 . . . (b(m))m−1

���������
Обозначим через Cp(R) множество непрерывных и непрерывно диф-

ференцируемых до порядка p включительно функций, заданных на
всем множестве действительных чисел R.

Теорема 1. Если функции ϕ(k) принадлежат C2m−1−k(R), k =
0,m− 1, уравнение (3.1) является не строго гиперболическим и для
коэффициентов его выполняется условие 1, то для задачи Коши (3.1),
(2.2) существует единственное решение u : R2 ⊃ Q ⊃ (t, x) →
u(t, x) ⊂ R из класса Cm(Q) и оно определяется формулой

u(t, x) =
1

‖B‖
mX

k=1
e−b(k)t‖B(k)(Üϕ(x + at))‖. (3.7)

Если в рассматриваемой задаче Коши гиперболическое уравнение
(2.1) является неоднородным, то этот случай сводится к рассмотренной
задаче (3.1), (2.2) [2].

Для этого используется вспомогательная задача
mY

k=1

�
∂t − a∂x + b(k)

�
w(t, τ, x) = 0, (3.8)

∂j
t w(0, τ, x) = 0, j = 0,m− 2, ∂m−1

t w(0, τ, x) = f(τ, x). (3.9)

Решение задачи Коши (3.8), (3.9) w(t, τ, x) определяется формулой

w(t, τ, x) =
mX

k=1
e−b(k)tf(τ, x + at)

�
mY

i=1,i 6=k

(b(k) − b(i))

�−1

. (3.10)

Тогда функцияÜu(t, x) =
mX

k=1

tZ
0

e−b(k)(t−τ)f(τ, x + a(t− τ))

�
mY

i=1,i 6=k

(b(k) − b(i))

�−1

dτ

(3.11)
будет решением уравнения (2.1), удовлетворяющем однородным на-
чальным условиям

∂j
t Üu(0, x) = 0, j = 0,m− 1. (3.12)

Данное утверждение следует из (3.8) и (3.9).
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Объединяя результат теоремы 1 и решение (3.11), удовлетворяющее
условиям Коши (3.12), получим решение задачи (2.1), (2.2). Результат
сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2. Если функции ϕ(k) принадлежат множеству
C2m−1−k(R), k = 0,m− 1, функция f – множеству Cm−1(R), урав-
нение (2.1) является не строго гиперболическим (характеристики
имеют кратность m), выполняется условие 1, то для задачи Ко-
ши (2.1), (2.2) существует единственное классическое решение u из
множества Cm(Q), которое определяется формулой

u(t, x) =
1

‖B‖
mX

k=1
e−b(k)t‖B(k)(fϕ(x + at))‖+

mX
k=1

tZ
0

e−b(k)(t−τ)f(τ, x + a(t− τ))

�
mY

i=1,i 6=k

(b(k) − b(i))

�−1

dτ.
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