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В работе демонстрируется применение достаточно простого алгоритма нор-
мализации по Биркгофу квадратичной формы гамильтониана, который сводится
только к нахождению собственных векторов гамильтоновой системы и их норми-
ровке.

Исследование устойчивости по Ляпунову стационарных решений
ограниченной задачи n тел выполняется в рамках КАМ-теории [1,2],
на основе теоремы Арнольда–Мозера. Для ее применения необходимо
построить ряд канонических преобразований Пуанкаре–Биркгофа [3]
гамильтониана, соответствующего данной задаче.

В частности, одно из преобразований состоит в нормализации квад-
ратичной формы гамильтониана. Алгоритм такой нормализации, из-
ложенный в [4] и используемый в исследованиях различных динами-
ческих моделей, предполагает решение системы линейных алгебраи-
ческих уравнений

C16z = 0,

где C16 – вырожденная матрица 16-го порядка, элементы которой опре-
деляются из гамильтоновой системы задачи довольно сложным обра-
зом.

На примере ограниченной задачи шести тел демонстрируется при-
менение алгоритма нормализации квадратичной формы гамильтониа-
на в случае простых чисто мнимых корней характеристического урав-
нения, предложенного в работе [5]. Применение этого алгоритма в кон-
кретной задаче сводится только к нахождению собственных векторов
гамильтоновой системы и их нормировке.

Рассматриваемая ограниченная задача шести тел состоит в иссле-
довании движения тела с бесконечно малой массой в поле гравита-
ции, создаваемом в пространстве P0xyz взаимным притяжением тел
P0, P1, P2, P3, P4 с массами m0, m1, m2, m3, m4 соответственно. Геомет-
рически конфигурация задачи представляет собой ромб с телами P1,
P2, P3, P4 в вершинах, равномерно вращающийся с угловой скоростью
ω в плоскости z = 0 вокруr центрального тела P0. В работе [6] прове-
дено качественное исследование этой задачи и в частности, показано,
что она является двухпараметрической. Параметрами модели явля-
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ются величины m1 – масса в одной из вершин ромба и α- величина
отношения диагоналей ромба.

Гамильтонова система, описывающая динамику в ограниченной за-
даче шести тел [6] имеет вид
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где (x, y, px, py) – четырехмерное каноническое фазовое пространство
лагранжевых координат и импульсов, а гамильтониан h выражается
равенством

h(x, y, px, py) =
1

2
(p2
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+
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�
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Далее будем рассматривать устойчивую в первом приближении
стационарную точку с координатами

x∗ = 0.238227..., y∗ = 0.971211..., (2)

вычисленными при α = 0.999985 и m1 = 0.0001.
Выполнив линеаризацию системы (1) в окрестности фазовой точ-

ки (x∗, y∗, px∗ = −ωy∗, py∗ = ωx∗, получим гамильтонову систему 4-го
порядка  

dx

dt
,
dy

dt
,
dpx

dt
,
dpy

dt

!T

= A(x, y, px, py)
T ,

где матрица A имеет вид:

A =

2666664 0 ω 1 0
−ω 0 0 1
a′ b′ 0 ω
b′ c′ −ω 0

3777775 ,
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a′ = m0
2x∗2 − y∗2

(x∗2 + y∗2)5/2 + m1
2(x∗ − α)2 − y∗2

((x∗ − α)2 + y∗2)5/2+

+m2
2x∗2 − (y∗ − 1)2

(x∗2 + (y∗ − 1)2)5/2 + m1
2(x∗ + α)2 − y∗2

((x∗ + α)2 + y∗2)5/2+

+m2
2x∗2 − (y∗ + 1)2

(x∗2 + (y∗ + 1)2)5/2 ,

b′ = m0
3x∗y∗

(x∗2 + y∗2)5/2 + 3m1
(x∗ − α)y∗

((x∗ − α)2 + y∗2)5/2+

+3m2
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((x∗ + α)2 + y∗2)5/2+

+3m2
x∗(y∗ + 1)

(x∗2 + (y∗ + 1)2)5/2 ,

c′ = m0
2y∗2 − x∗2

(x∗2 + y∗2)5/2 + m1
2y∗2 − (x∗ − α)2

((x∗ − α)2 + y∗2)5/2+

+m2
2(y∗ − 1)2 − x∗2

(x∗2 + (y∗ − 1)2)5/2
+ m1

2y∗2 − (x∗ + α)2

((x∗ + α)2 + y∗2)5/2+

+m2
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(x∗2 + (y∗ + 1)2)5/2 .

Для стационарного решения (2) собственные значения матрицы ли-
нейного приближения A являются чисто мнимыми числами, равными
±0.99946i, ±0.0321827i, и их частоты σ1 = 0.99946, σ2 = 0.0321827, а
угловая скорость ω = 1.00004.

Выполним степенное разложение гамильтониана h в ряд Тейлора с
точностью до четырех степеней координат и импульсов в окрестности
стационарной точки (2). Полученный гамильтониан H имеет вид

H = H2(x, y, px, py) + H3(x, y) + H4(x, y) + ...,

H2 = 0.414745x2 − 0.914839y2 + 0.5(p2
x + p2

y)−
−0.694021xy + 1.00004(ypx − xpy),

H3 = −0.323075x3 + 0.833487y3 − 1.04368x2y + 1.32724xy2,

H4 = −0.178065x4 − 0.730939y4 + 1.5077x3y+
+1.59978x2y2 − 2.0855xy3.

Необходимо преобразовать квадратичную форму H2 к нормальной
форме по Биркгофу:

K2 =
1

2
σ1(q

2
1 + p2

1)−
1

2
σ2(q

2
2 + p2

2). (3)
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Переход к новым переменным q1, q2, p1, p2 зададим в виде матрич-
ного равенства

(x, y, px, py)
T = B(q1, q2, p1, p2)

T . (4)

Далее изложим алгоритм построения матрицы B, состоящий из
восьми пунктов, в виде инструкций системы Mathematica [7].

1. Ищем собственные значения и собственные векторы матрицы A
с помощью команды системы Mathematica:

res = Eigensystem @AD

881.38737 ´ 10-16 + 0.99946 ä, 1.38737 ´ 10-16 - 0.99946 ä,

-1.66534 ´ 10-16 + 0.0321827 ä, -1.66534 ´ 10-16 - 0.0321827 ä<,

880.739693 + 0. ä, -0.134084 + 0.386202 ä, 0.134089 + 0.353078 ä,

0.353726 - 0.134011 ä<, 80.739693 + 0. ä, -0.134084 - 0.386202 ä,

0.134089 - 0.353078 ä, 0.353726 + 0.134011 ä<,

80.686884 + 0. ä, -0.168403 + 0.0156187 ä, 0.168409 + 0.00648654 ä,

0.686406 - 0.00541966 ä<, 80.686884 + 0. ä, -0.168403 - 0.0156187 ä,

0.168409 - 0.00648654 ä, 0.686406 + 0.00541966 ä<<<

2. Определим следующую матрицу:

II =

i

k

jjjjjjjjjj

0 0 1 0

0 0 0 1

-1 0 0 0

0 -1 0 0

y

{

zzzzzzzzzz

;

3. Вычислим множители χ1, χ2, обеспечивающие симплектичность
матрицы преобразования (4), по следущей формуле:

χk =
1q

|(rk, IIsk)|
, k = 1, 2,

где ek = rk + isk - собственный вектор, соответствующий собственному
значению iσk:

r@k_D := Table@Re@e@kD@@iDDD, 8i, 1, 4<D;

s@k_D := Table@Im@e@kD@@iDDD, 8i, 1, 4<D;

k@1D = 1 � HAbs@r@1D.HII. s@1DLDL^H1 � 2L

k@2D = 1 � HAbs@r@2D.HII. s@2DLDL^H1 � 2L

2.6488

13.6684

4. Вычислим множители δ1, δ2 для выбора знаков в нормальной
форме (3) с помощью формулы:

δk = sign(rk, IIsk), k = 1, 2.
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∆@1D = Sign@r@1D.HII. s@1DLD

∆@2D = Sign@r@2D.HII. s@2DLD

1

-1

5. Определим матрицу B преобразования (4) с элементами −χksk

для столбцов k = 1, 2 и с элементами δkχkrk для столбцов 2+k, k = 1, 2:

B = Transpose@8-k@1D s@1D, -k@2D s@2D, ∆@1D k@1D r@1D,

∆@2D k@2D r@2D<D;

MatrixForm @BD

i

k

jjjjjjjjjjj

0. 0. 1.9593 -9.38863

-1.02297 -0.213483 -0.355162 2.3018

-0.935233 -0.0886608 0.355174 -2.30188

0.35497 0.0740782 0.93695 -9.38209

y

{

zzzzzzzzzzz

6. Выполним замену переменных (4):

X = B@@1DD.8q1, q2, p1, p2<;

Y = B@@2DD.8q1, q2, p1, p2<;

Px = B@@3DD.8q1, q2, p1, p2<;

Py = B@@4DD.8q1, q2, p1, p2<;

7. Получаем преобразованную квадратичную форму H2 в канони-
ческом виде:

K2 = Expand@H2D;

K2 = Select@K2, Abs@#@@1DDD > 10-5 &D

1 � 2 HCoefficient @K2, p12D * 2 p12 + Coefficient @K2, q12D * 2 q12L +

1 � 2 HCoefficient @K2, p22D * 2 p22 + Coefficient @K2, q22D * 2 q22L

0.49973 p12 - 0.0160913 p22 + 0.49973 q12 - 0.0160913 q22

1
�����

2
H0.99946 p12 + 0.99946 q12L +

1
�����

2
H-0.0321827 p22 - 0.0321827 q22L

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №
10-01-00283.
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