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Е.В. КРЫЛОВ 

ТЕОРЕМА БАЙНЕКЕ О РЕБЕРНЫХ ГРАФАХ С ОГРАНИЧЕНИЕМ 
НА МИНИМАЛЬНУЮ СТЕПЕНЬ ВЕРШИН 

Hong-Jian Lai and Lubomir Soltes proved that a line graph with minimum degree at least seven and 
that is not two complete graphs sharing exactly one common edge can be characterized by only three for­
bidden subgraphs. In this paper another proof of this theorem is introduced, it is shorter and more com­
prehensible than original. 

Рассмотрим конечные неориентированные графы без петель и кратных ре­
бер, используя следующие обозначения: VG - множество вершин графа 
G, EG - множество ребер, N(v) - окружение вершины v в графе; 

; G(X) - подграф графа G, порожденный множеством вершин X; 
GA - подграф графа G, порожденный множеством ребер - вершины 
u и v смежны; - вершины u и v не смежны; - вершина u не смежна ни 
с одной вершиной из множества X; - полный граф на п 
вершинах; - полный двудольный граф, т. е. такой, что ху -
ребро, если и только если - пустой граф на п вершинах; 

- минимальная и максимальная степень вершин графа G, G1 G2 - графы 
G1 и G2 изоморфны. Граф G будем называть {G1, G2, ..., Gn}-свободным, если 

G не содержит ни один из в качестве порожденного подграфа. 
Для произвольного графа G реберный граф L(G) определяется следующими 

условиями: VL(G)=EG, вершины е1 и е2 смежны в L(G), если и только если реб­
ра е1 и е2 смежны в G. Граф Н называется реберным, если существует такой 
граф G, что 

Приведем несколько классических результатов. 

Первый из них - теорема Крауса. Пусть - некоторый список 
клик графа G, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) каждая вершина графа входит ровно в одну или в две клики из С; 
2) каждое ребро входит ровно в одну клику из С. 
Назовем список С краусовым разбиением графа G, а каждую из клик Сi -

кластером этого разбиения. 
Теорема Крауса [1]. Граф является реберным, если и только если он имеет 

краусово разбиение. 
Второй результат - локальная характеризация Байнеке реберных графов. 
Теорема Байнеке [2]. Граф является реберным, если и только если ни один 

из графов В1 — В9, изображенных на рисунке, не является его порожденным 
подграфом. 
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В [3] приведено новое доказательство достаточности списка Байнеке. Одна­
ко согласно [4] для графов с минимальной степенью вершин 6 достаточно 4 за­
прещенных. 

Цель данной статьи - на основе идей из [3] упростить достаточно громозд­
кие и сложные доказательства теорем из [4]. 

Приведем ряд теорем из [4], результаты которых мы хотим получить. 
Теорема 1. Граф G с который не есть объединение двух полных 

графов, имеющих ровно одно общее ребро, - реберный, если и только если он 
{К1,3, K5 - е, В5}-свободный. 

Теорема 2. 3-связный граф G с -реберный, если и только если он 
{К1,3, K5 - е, В5}-свободный. 

Теорема 3. Связный граф G с который не является объединением 
двух полных графов по одному общему ребру, -реберный, если и только если он 
{К1,3, K5 - е, В5, В6}-свободный. 

Пусть Л - множество всех максимальных клик графа G, отличных от К3. 
Доказательства лемм 1 и 2 такие же, как и в [3]. 

Лемма 1. Если -свободный, то в С не более 
двух вершин, смежных с v. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, v смежна с тремя вершинами 
а, b,с С. В силу максимальности клики С в ней есть вершина u, не смежная с v, и 
G(a, b, с, и, v)=К5 - е (см. рисунок), что противоречит условию. Лемма доказана. 

Непустое подмножество нетривиальных клик Сi графа G на­

зовем фрагментом, если выполняются следующие условия: 

(iii) если вершина v входит ровно в одну клику и окружение вершины 
v вне Сi не пусто, то оно является кликой. 

Клику d назовем кластером фрагмента F. 
Лемма 2. Если G -{В1, В2, В3}-свободный граф, тогда - фрагмент, если 

Доказательство. (i) Пусть 
i=1,2, и в силу леммы 1 Если 

то согласно лемме Но тогда G(a, b, х1, х2, y1,y2) = В2 

(см. рисунок). Тем самым 
(ii) Пусть, напротив, 

Тогда существуют две вершины і=1, 2, не смежные с а и друг с другом. 
Действительно, если С1={и1, v}, то ибо ребро u1v не входит в К3. 
В то же время в С1\{v} есть вершина и2, не смежная с а, ибо С2 максимальна. 
Если же i=1, 2, то согласно лемме 1 в каждой из Сi\{v} есть не менее 
двух вершин, не смежных с а, и среди них - две несмежные вершины 
і=1, 2. В любой ситуации G(u1, u2, a, v)=К1,3=В3, что невозможно. 

(ііі) Пусть Если С1={v, u}, то 
так как клика С максимальна. Если же то согласно лемме 1 в С есть вер­
шина u, не смежная ни с а, ни с b. В любом случае а~b, иначе 
G(a, b, u, v)=К1,3=В3. Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть G — {В3, В4}-свободный граф с . Тогда 
есть клика, содержащая v. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольную вершину v. Пусть v не 
входит в К4 и deg Рассмотрим подграф H, порожденный в G пятью верши-
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нами, смежными с v. В Н не должно быть O3 (в G нет K1,3) и K3, так что 
и остается единственная возможность Н=С5. Но тогда Н+v=В4, что также ис­
ключено. В силу произвольности выбора вершины лемма доказана. 

Определим начальный фрагмент F0. Будем рассматривать графы с 
поэтому и положим 

Скажем, что вершина графа покрыта фрагментом, если она входит в его 
кластер; ребро покрыто фрагментом, если оба конца ребра входят в один кла­
стер; ребро ах торчит (из вершины а), если оно не покрыто, но а покрыта. 

Пусть - произвольный фрагмент графа - множество 
концов ребер, торчащих из а. Если то оно по определению фрагмента 
является кликой. В этой ситуации множество клик назовем расшире­
нием фрагмента в вершине а. 

Фрагмент F* назовем расширением фрагмента F0, если F0=F* или сущест­
вует такая последовательность фрагментов что Fi - расши­
рение фрагмента Fi-1 в вершине, i=1, ...,k. 

Рассмотрим {В1, В2, В3, B4}-свободный граф с По доказанному каж­
дая вершина графа покрыта кликой из L, поэтому для такого графа очевидна 
следующая 

Лемма 4. Пусть фрагмент F является расширением фрагмента А и 
Тогда в F есть такая клика , что 

Лемма 5. Пусть G -{В1, В2, В3, B4, В5, B6}-свободный граф с И 
пусть Тогда расширение в вершине любого расширения фрагмента F0 

также является фрагментом. 
Доказательство. Пусть F - расширение фрагмента 

Нужно убедиться в том, что множество клик удовлетво­
ряет условиям (i) - (ііі) из определения фрагмента. 

Отметим, что все вершины покрыты кластерами L, следовательно, ребра 
могут торчать только из вершин начального фрагмента F0, поэтому 
(см. лемму 4). 

(i) В рассматриваемой ситуации и нужно доказать, что при 
Са={а, b, с} ребро bc не покрыто. Пусть, напротив, b, для какого-либо 
кластера С2. Тогда ибо ребра аb и ас торчат. 

Заметим, что существует четвертая вершина 

С1 L, поэтому |С1| 3. Если |С1|=2, то (1) очевидно, а для |С1| 4 (1) вытекает не­
посредственно из леммы 1. 

Обратимся к клике С2. Если С2 L, то, очевидно, |С2| 4. Так как а С2, то 
имеем еще две новые вершины - е и f. При d~ е и d~f получаем G(a, b, с, d, e,f)= 
=В5, при d~e получаем G(a, b, с, d, e)=B6 (см. рисунок). Аналогично для d~f. 

Итак, С2 L и согласно лемме 3 и условию (и) из определения фрагмента 
существует такой кластер C3 F, что b С3, причем N[b]=С2 С3, но так как 
а С2, то a C3, т. е. С3=С1 и ab покрыто. Противоречие. (i) доказано. 

(ii) По условию имеем N[a]=C1 Ca. Нужно доказать, что если b С для не­
которого кластера C F, то 

N[b]=C Ca. (2) 

Но по условию ребро ab не покрыто фрагментом F. Как уже доказано, bc также 
не покрыто. В то же время вершина b не может быть инцидентна более чем 
двум непокрытым ребрам. Следовательно, (2) верно. Аналогично для вершины 
с. (іі) доказано. 
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(iii) Поскольку все вершины покрыты начальным фрагментом F0, то нужное 
следует из леммы 2. Лемма доказана. 

Из леммы 5 вытекает, что существует расширение фрагмента F0, покры­
вающее все ребра графа G. Это расширение служит краусовым разбиением. 

Докажем теперь аналогичную лемму с большим ограничением на мини­
мальную степень вершин. 

Лемма 6. Пусть G -{В1, В2, B3, В4, В5}-свободный граф с И пусть 
F0= . Тогда расширение в вершине любого расширения фрагмента F0 также 
является фрагментом. 

Доказательство. Будем использовать те же обозначения, что и в преды­
дущей лемме. Покажем, что в ситуации Са={а, b, с}, b, требуемое 
можно получить, не используя граф В6. 

Отметим, что из deg следует, что (иначе окружение вершины а 
вне С1 - не клика, что противоречит условию (ii) фрагмента). Аналогично 

По лемме 1 в клике С1 есть 3 вершины, не смежные ни с b, ни с с. Зафиксируем 
одну из них - d. Аналогично в клике Сг есть по крайней мере 3 (кроме b и с) вер­
шины, не смежные с d. Выберем две из них - е и f. Тогда G(a, b, с, d, e,f)=B5. Про­
тиворечие. 

Остальное доказывается так же, как и для леммы 5. 
Теперь напомним две леммы из [4], которые достаточно легко доказываются. 
Лемма 7. Пусть G — {K1,3, К5 — е, B5, В6}-свободный граф. Если G не есть 

объединение двух полных графов, имеющих ровно одно общее ребро, то 
G— {В2}-свободный. 

Лемма 8. Пусть G - {K1,3, K5 - е)-свободный граф, содержащий W5=B4. То­
гда степень центральной вершины W5 в графе G равна 5. 

Таким образом, из лемм 6, 7 и 8 следует теорема 1. Леммы 5, 7 и 8 дают тео­
рему 3. Теорема 2 следует из теоремы 1, так как 3-связный граф не может быть 
объединением двух полных графов по одному общему ребру. 
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