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ИЗОХРОННЫЕ  ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ  ГАМИЛЬТОНИАНЫ  
С  КВАДРАТИЧНЫМИ  НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ  

ПО  ОДНОЙ  ФАЗОВОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

А. Е. РУДЕНОК 1

1Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Изучен вещественный, сильно изохронный полиномиальный гамильтониан вида H F x G x y Q x y= ( ) + ( ) + ( )2 2.  Для 
этого рассмотрена соответствующая система дифференциальных уравнений в предположении, что она имеет сильную изо-

хронность относительно оси  Oy. При этом из рассмотрения исключен известный случай H x y G x= + + ( )( )2 2
.  Получены 

необходимые и  достаточные условия сильной изохронности гамильтониана  H, которые определяют структуру полиномов 
F x G x Q x( ) ( ) ( ), , .  В частности, полином  Q x( )  не может иметь действительных корней. Доказано, что система дифферен
циальных уравнений, ассоциированная с сильно изохронным гамильтонианом H, имеет в конечной части плоскости только 
одну особую точку. Установлено также, что степень полинома Q x( )  такого гамильтониана может быть равной только 4n + 2, 
n ∈ N. Для сильно изохронного полиномиального гамильтониана H со степенями Q x( ),  равными 6 и 10, получены необходи-
мые и достаточные коэффициентные условия.

Ключевые слова: гамильтониан; изохронный центр; глобальный изохронный центр; неглобальный изохронный центр; 
сильная изохронность; сильно изохронный полиномиальный гамильтониан.

ISOCHRONOUS  POLYNOMIAL  HAMILTONIANS  WITH THE  QUADRATIC 
NONLINEARITIES  WITH  REGARDS  TO  ONE  PHASE  VARIABLE

A. E. ROUDENOK  a

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

In this paper the strong isochronous polynomial Hamiltonian of the form H F x G x y Q x y= ( ) + ( ) + ( )2 2. is studied. We construct 
one considering that differential system, associated to Hamiltonian H, has strong isochronicity about an axis Oy. At the same time we 

not consider the familiar case H x y G x= + + ( )( )2 2
.  The necessary and sufficient conditions for the strong isochronous polynomial 

Hamiltonian H are obtained. These conditions define the structure of polynomials F x G x Q x( ) ( ) ( ), , .  In particular, the polynomial 
Q x( )  can not have real roots. It is proved, that the differential system, associated to strong isochronous polynomial Hamiltonian H, 
have in the final of real plane only one singular point. It is proved also, that degree of the polynomial Q x( )  of such Hamiltonian can 
be equal only to 4n + 2, n ∈ N. The necessary and sufficient conditions for the coefficient of the strong isochronous polynomial Hamil
tonian H with degrees 6 and 10 are obtained.

Key words: Hamiltonian; isochronous center; global isochronous center; nonglobal isochronous center; strong isochronicity; strong 
isochronous polynomial Hamiltonian.
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Рассмотрим вещественную гамильтонову систему

	

dx
dt

H

dy
dt

H

y

x

= -

=

1
2
1
2

,

,
	 (1)

где 

	 H x y a x yi j
i j

i j
= + +

+ =

∞

∑2 2

3
, . 	 (2)

Пусть в некоторой окрестности особой точки O 0 0,( )  существует отображение

	 x y u x y x y, , , , ,( ) → ( ) ( )( )v 	 (3)

переводящее систему (1) в линейную систему

	 du
dt

d
dt

u= - =v v, . 	 (4)

Тогда

	 H u x y x y= ( ) + ( ), , .2 2v 	 (5)

Определение. Гамильтониан (2) называется изохронным, если существует преобразование (3), пе-
реводящее систему (1) в систему (4) или, что то же самое, его можно представить в виде (5), где опре-
делитель матрицы Якоби функций u, v удовлетворяет условию

J u, .v( ) =1
Если гамильтониан (2) изохронный и H есть полином, то (2) называется полиномиальным изохронным 
гамильтонианом.

Замечание. Если гамильтониан (2) изохронный, то он изохронный с точностью до преобразования 
гомотетии x y kx ky, , ,( ) → ( )  т. е. изохронным является гамильтониан

1
2

2 2 2

3k
H kx ky x y k a x yi j

i j
i j

i j, .,( ) = + + + -

+ =

∞

∑
Построим вещественный полиномиальный изохронный гамильтониан вида

	 H F x yG x y Q x= ( ) + ( ) + ( )2 2 , 	 (6)

где многочлены F x Q x( ) ( ),  удовлетворяют условиям F F F Q0 0 0 0 2 0 1( ) = ′( ) = ′′( ) = ( ) =, , .
В работе [1] впервые приведен пример полиномиального изохронного гамильтониана вида (6), у ко-

торого область центра системы (1) занимает не всю вещественную плоскость. В этом случае преобра-
зование (3) называется неглобальным.

Гамильтониан (6) будем строить исходя из следующего предположения.
Предположение. Соответствующая гамильтониану (6) система 

	

dx
dt

G x yQ x

dy
dt

F x yG x y Q x

= - ( ) - ( )

= ′( ) + ′( ) + ′( )( )

,

1
2

2 2
	 (7)

имеет сильную изохронность относительно оси Oy [2]. При этом мы исключаем из рассмотрения из-
вестный случай H x y G x= + + ( )( )2 2

 [3].
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Теорема 1. Для того чтобы гамильтониан (6) имел сильную изохронность относительно оси Oy 
и был полиномиальным, необходимо и достаточно, чтобы он имел вид

	 H
q x G x

yG x y Q x
Q x

= ( ) + ( ) + ( ) + ( )( )
2 2

22 , 	 (8)

где

	 F x
Q x

q x G x( ) = ( )
( ) + ( )2 2

	 (9)

есть многочлен, многочлены q x Q x( ) ( ),  связаны равенством

	 2 1 0- + ′( )( ) ( ) - ′( ) ( ) =q x Q x Q x q x ,	 (10)

причем q q Q0 0 0 1 0 1( ) = ′( ) = ( ) =, , .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В системе (7) сделаем замену x x y
y G x
Q x

→ →
- ( )

( ), .  Ось Oy инвариантна при 

этой замене. Получим систему

	

dx
dt

y

dy
dt

Q x F x
G x y Q x

Q xQ x

= -

= ( ) ( ) - ( )



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,
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2

22 2 /
	 (11)

Представим (11) в виде

	

dx
dt

y

dy
dt

q x
y q x f x

q x

= -

= ( ) +
- ′( ) - ( )( )

( )

,

,
2 1 	 (12)

где

	
q x Q x F x

G x

f x q x
q x Q x
Q

Q x
( ) = ( ) ( ) - ( )









′

( ) = - ′( ) + ( ) ′( )
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1
2

1 1
2

2

;

xx( ) .

	 (13)

Система  (12) имеет сильную изохронность относительно оси  Oy тогда и  только тогда, когда 
f x( ) = 0  [4]. Из второго равенства (13) получим

	 q x dx
Q x

Q x
x

( ) =
( )









 ( )∫

0

. 	 (14)

Условие (14) эквивалентно условию (10). Из первого равенства (13) получим с учетом (14)

	 F x
G x dx

Q x
q x G x

Q x Q x

x

( ) = ( )
( )











( ) + ( )
( ) + = ( )∫

2

0

2 2 2

. 	 (15)

Из (15) вытекает представление гамильтониана (6) в виде (8). Теорема доказана.
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Теорема 2. Система (1), соответствующая сильно изохронному полиномиальному гамильтониану (8), 
имеет в конечной части вещественной плоскости только одну особую точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для многочленов q x Q x( ) ( ), ,  связанных соотношением  (10), докажем, что: 
1) корни многочлена q x( )  простые; 2) корни многочлена Q x( )  есть корни многочлена q x( );  3) мно
гочлен Q x( )  не имеет корней кратности 2; 4) если многочлен Q x( )  имеет действительные корни, то 
они являются простыми корнями.

Утверждения  1) и 2) вытекают из равенства (10), записанного в виде

Q x
Q x

q x
q x

( )
′ ( ) = ( )

- + ′( )( )2 1
.

Докажем утверждение  3). Заметим, что ′ ( ) ≠ - + ′( ) ≠Q x q x0 1 0,  тождественно в  силу при-
веденного выше предположения. Если многочлен Q x( )  имеет корень x = a кратности  2, то 

Q x x a g x g a q x x a h x( ) = -( ) ( ) ( ) ≠ ( ) = -( ) ( )2 0, , . Подставляя выражения Q x q x( ) ( ),  в  (10), получим 

2 1 0g x a x h x a x h x g x( ) + -( ) ′( )( ) + - +( ) ( ) ′( ) = ,  откуда следует противоречие g a( ) = 0.

Докажем 4). Предположим обратное. Пусть Q x( )  имеет корень x a a= ∈, ,  кратности k > 2. Тогда 

Q x g x x a k( ) = ( ) -( ) .  Поскольку 
q x G x

Q x
( ) + ( )

( )
2 2

 – многочлен, то каждый из многочленов q x G x( ) ( )2 2,  

должен иметь тот же действительный корень x = a кратности ≥ k. Но многочлен q x( )2  не имеет корней 
кратности больше 2.

Система (1), соответствующая гамильтониану (8), при условии (10) имеет вид

	

dx
dt

G x yQ x

dy
dt

q x
Q x

G x yQ x
Q x G x G x

= - ( ) - ( )

= ( )
( ) - ( ) + ( )( ) - ( ) ′( ) + (

,

2 )) - ( )( ) ′( )
( )

yQ x Q x

Q x2 2 .
	 (16)

Особые точки этой системы удовлетворяют одной из систем

q x Q x y
G x
Q x

Q x G x y R( ) = ( ) ≠ = - ( )
( )









( ) = ( ) = ∀ ∈{ }0 0 0, , , , .

Если Q a G a a R a y R( ) = ( ) = ∈ ≠ ∀ ∈0 0, , , ,  то из  (7) следует, что ′ ( ) = ′( ) = ′( ) =F a G a Q a0 0 0, , ,  т.  е. 
x = a есть корень кратности k  > 1 многочлена Q x( ),  что невозможно по вышедоказанному. Значит, осо-
бые точки системы (1), соответствующей сильно изохронному полиномиальному гамильтониану (8), 

находятся из системы q x Q x y
G x
Q x

( ) = ( ) ≠ = - ( )
( )









0 0, , .

Найдем характеристические числа матрицы Якоби правых частей системы  (16) в  особой точке 

x a y
G a
Q a

= = - ( )
( ), .  Из (10) вытекает, что если q a Q a( ) = ( ) ≠0 0, ,  то ′ ( ) =q a 1.  Матрица Якоби при этом 

примет вид

- ( )
( ) - ( )








( ) + ( ) ( )
( )















( )
f a
Q a

Q a
f a Q a f a

Q aQ a
, , ,

2 2

3









,

где f a G a Q a G a Q a( ) = ′( ) ( ) - ( ) ′( ).  Легко показать, что характеристические числа этой матрицы рав-
ны ± i, т. е. особые точки системы в конечной части плоскости – все центры с чисто мнимыми собст
венными значениями.
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Докажем теперь, что система (1), соответствующая сильно изохронному полиномиальному гамиль-
тониану (8), имеет в конечной части плоскости только одну особую точку. Пусть кроме центра O в на-

чале координат существует соседний с ним центр A в точке A a
G a
Q a

, .- ( )
( )







 Гамильтониан (8) равен 

- ( )
( )

q x
Q x

2

 при значении y
G x
Q x

= - ( )
( )  и, следовательно, обращается в нуль в особых точках. Поскольку 

в особой точке A выполняются равенства q a q a( ) = ′( ) =0 1, ,  то, как легко вычислить, для гамильто-

ниана (8) выполняется условие ′′ ( )( ) - ′′ ( ) ′′ ( ) = -H A H A H Ax y x x y y, , , .
2

4  Это значит, что особые точки систе-

мы – точки минимума на поверхности Z z H x y: , .= ( )  Пусть g  – траектория, являющаяся общей частью 

границ центров O и А. Траектория g сплошь состоит из точек максимума на поверхности Z, т. е. из не
изолированных особых точек системы, что невозможно по ранее доказанному. Получили противоречие.

Теорема 3. Многочлены q x Q x( ) ( ), ,  удовлетворяющие условию (10), имеют следующую структуру:

	 q x x x z x u x Q x z x u xi
i

k

i
n

i

k
i( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( )( )

= =
∏ ∏v ,
1 1

, 	 (17)

где v x z x u xi( ) ( ) ( ), ,   – попарно простые вещественные многочлены, имеющие простые комп
лексные (недействительные) корни, n i ki ≥ =3 1, ,,  причем deg deg .Q x q x( )( ) = ( )( )2  Многочлены 

v x z x u xi( ) ( ) ( ), ,  равны 1 при значении x = 0. Многочлены v x z x( ) ( ),  могут быть равными 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем: 1) многочлены Q x
q x
x( ) ( ),  не имеют вещественных корней; 2) сте-

пени многочленов Q x q x( ) ( ),  удовлетворяют соотношению

deg , , deg deg .q x n n N Q x q x( )( ) = + ∈ ( )( ) = ( )( )1 2 2

1. Многочлен 
q x
x
( )  не имеет вещественных корней, что следует из доказательства теоремы 2. Пред-

положим, что Q x( )  имеет вещественные корни и  все они a i ni, , .=1  Тогда, как показано при дока-
зательстве теоремы 2, они являются простыми корнями многочленов q x Q x( ) ( ),  и эти многочлены 
примут вид

Q x g x x a g x x q x f x x a
i

n

i
i

n

i( ) = ( ) - ( ) ≠ ∀ ∈ ( ) = ( ) -( ) ( )
= =

∏ ∏
1 1

0, , .

Рассмотрим кривую G : y
G x
Q x

x= - ( )
( ) = ( )g  и  дифференцируемую для всех x ∈ R функцию 

Y x H x x
q x
Q x

f x
g x

x a
i

n

i( ) = ( )( ) = ( )
( ) = ( )

( ) -( )
=

∏, .g
2 2

1
 Поскольку Y Y a0 1( ) = ( ),  то на интервале 0 1, a( )  суще-

ствует точка экстремума x0 функции Y x( )  и, следовательно,

	 ′ ( ) = ′ ( )( ) + ′ ( )( ) ′ ( ) =Y x H x x H x x xx y0 0 0 0 0 0 0, , .g g g 	 (18)

Точка x x0 0, g ( )( )  лежит на кривой  G, и  в  этой точке ′ ( ) = ( ) + ( ) =H x y G x yQ xy , ,2 2 0  т.  е. 

′ ( )( ) =H x xy 0 0 0, .g  Из  (18) вытекает тогда, что ′ ( )( ) =H x xx 0 0 0, .g  Следовательно, x x0 0, g ( )( )   – особая 
точка системы  (7) и  по теореме  2 вещественный полиномиальный гамильтониан  (8) неизохронный. 
Итак, многочлен Q x( )  не имеет вещественныx корней.
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2. Поскольку многочлен 
q x
x
( )  не имеет вещественныx корней, то deg ,q x n n N( )( ) = + ∈1 2  (случай 

deg q x( )( ) =1  исключен предположением). Докажем, что deg deg .Q x q x( )( ) = ( )( )2  Имеем из (10), обо-

значая q x h x( ) = ( )2 :

ln ln ; ln ln ;Q x q x dx
q x

dx
q x

Q x
q x

Q x
x

q

h
( ) = ( ) - ( ) - ( ) = ( )

( )
( )
( )=∫ ∫2

22 2

xx
h x Q x

Q x h x h x Q x
( ) = ( ) ( )

( ) ′ ( ) - ( ) ′( )
2

.

В силу предположения Q x( ) ≠ 1 и  последнее равенство возможно, только если 

deg deg ,Q x h x h x Q x h x Q x( ) ′ ( ) - ( ) ′( )( ) < ( ) ( )( ) -1  т. е. если deg deg deg .Q x h x q x( )( ) ( )( ) = ( )( )= 2

В структуре многочленов q x Q x( ) ( ),  (17) через v x( )  обозначен многочлен, корни которого одно-

временно есть корни многочленов q x q x( ) - ′( ), .1  В силу (10) они не являются корнями многочлена 
Q x( ).  Через  z x( )  обозначен многочлен, его корни одновременно  – корни многочленов q x Q x( ) ( ), , 
и все они простые для обоих многочленов. Через u xi ( )  обозначен многочлен, корни которого простые 
для многочлена q x( ),  а для многочлена Q x( )  – кратные. Как следует из доказательства теоремы 2, 
кратность их ≥ 3. Теорема доказана.

Следствие. У  вещественного, сильно изохронного гамильтониана  (6) степень многочлена  Q x( )  
может быть равной только 4n + 2, n ∈ N.

На самом деле, если deg ,q x( )( ) =1  то q x x Q x( ) = ( ) =, 1  в силу (8). Этот случай исключен предпо-

ложением. Следовательно, deg , ,q x n n N( )( ) = + ∈2 1  deg , .Q x n n N( )( ) = + ∈4 2
Теорема 3 о структуре многочленов q x Q x( ) ( ),  и теорема 1 позволяют легко строить сильно изо-

хронные полиномиальные гамильтонианы  (6) с  заданной степенью deg .Q x( )( )  Рассмотрим случаи 
deg , deg .Q x Q x( )( ) = ( )( ) =6 10

Теорема 4. Для того чтобы гамильтониан (6) со степенью deg Q x( )( ) = 6  был сильно изохронным 
полиномиальным, необходимо и достаточно, чтобы с точностью до преобразования гомотетии он 
имел вид

	 H x y x y xg x y x y xg x= + + + ( )( ) + + + ( )( )2 2 2 2 2
1 , 	 (19)

где g x( )  – произвольный многочлен c условием g 0 0( ) = .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 3 следует, что для deg Q x( )( ) = 6  существует единственно возмож-

ная структура многочленов

v x z x Q x u x a bq x xu x u x bx a b x( ) = ( ) = ( ) = ( ) +( ) = ( ) ( ) = + + ( )1 1 23 2 2 2, , , ,, ∈∈.

Подставим q x Q x( ) ( ),  в  (10) и  сократим полученное выражение на xu x( )3.  Получим b =  0. По-

ложим a = 1, применив преобразование гомотетии. Тогда q x x x( ) = +( )1 2 ,  Q x x( ) = +( )1 2 3
.  Подберем 

многочлен  G x( )  такой, что (9) – многочлен. Имеем из (9) F x
x x G x

x
( ) =

+ + ( )
+

( )
( )

2 2 2 2

2 3

1

1
.  Очевидно, что 

тогда G x x x p x( ) = + ( )( )1 2 ,  где p x( )  – многочлен. Для того чтобы F x( )  был многочленом, необходимо 

и достаточно, чтобы многочлен P x p x( ) = + ( )1 2  обращался в нуль при значении x = i. Такой многочлен 
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определяется с точностью до слагаемого вида 1 2+( ) ( ) ( )x g x g x,  – многочлен. Нетрудно показать, что 

тогда p x x x g x( ) = ( )+ + ( )1 2  с точностью до преобразования x y x y, , .( ) → - -( )  Тогда 

G x x x x x g x( ) = +( ) + + ( )( )( )1 12 2 ;

F x x xg x x g x( ) = ( ) + +( ) ( )+( )2 2 21 2 1 .

Получим гамильтониан  (19). Условие g 0 0( ) =  вытекает из условия G G0 0 0( ) = ′( ) = .  Гамильто
ниан (19) неглобальный, так как он имеет линию уровня

H xx y xg x x x y x g x- = ( ) ( )+ +( ) + ( )( ) - + + + + + ( )( ) =1 1 1 1 1 1 02 2 2 22
,

которая пересекает экватор сферы Пуанкаре.
Гамильтониан (19) приведен в [5]. В [1] получен частный случай

H x y x y x= + + + +( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1

гамильтониана (19).
Теорема 5. Для того чтобы гамильтониан (6) со степенью deg Q x( )( ) =10  был сильно изохронным 

полиномиальным, необходимо и достаточно, чтобы с точностью до преобразования гомотетии он 
имел один из видов

	
H x x x x x x g x x g x1

2
2 4 2 4 2 3

576
576 561 121 48 39 42 11 576 1= + + + + +( ) ( ) + +( ) (( ) +

+ + + + + + ( )( ) + +

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 4 2 3 2 5

12
1 39 42 11 24 1 1x x x x x x g x y x y22;

	
(20)

	
H x x x x x g x x

x x

g x2
2 2 2 2 2 2

2

21
8
2 4 4 3 4 1

4 1

= + + + + ( ) + + +

+ +

( ) ( ) ( ) ( )( )


( ) xx x x g x y x y3 2 1 4 12 2 2 2 4 2+ + + ( ) + +( ) ( )( ) ( ) 
 ,

	
(21)

где g x( )  – произвольный многочлен c условием g 0 0( ) = .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из  теоремы  3 следует, что для deg Q x( )( ) =10  существуют две возможные 

структуры многочленов q x Q x( ) ( ), .  Первая из них 

z x q x x x u x Q x u x( ) = ( ) = ( ) ( ) ( ) = ( )1 5, , ,v

v x Bx A B x bx a b xu x A B a b( ) = + + + + +( ) ( ) = +( ) ∈1 2 1 22 2 2 2 2 2, , , , , .

Подставим q x Q x( ) ( ),  в (10) и сократим полученное выражение на xu x( )5.  Получим идеал

J b B a A b bB B A b a B b B bB= - - + - - - + + -{ }4 2 3 2 2 3 3 2 2 32 2 2 2 2 2 2 2, , ,

вещественное многообразие которого b B a A= = =0 2 32 2, .  Положим a = 1, применив преобразование 
гомотетии. Получим

q x x x x Q x x( ) = +( ) +



 ( ) = +( )1 1 2

3
12 2 2 5

, .

Подберем многочлен G x( )  такой, что (9) – многочлен. Имеем из (9)
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F x
x x x G x

x
( ) =

+ + + ( )

+

( ) 





( )

2 2 2 2
2

2

2 5

1 1 2
3

1
.

Очевидно, что тогда G x x x p x( ) = + ( )( )1 2 ,  где p x( )  – многочлен. Для того чтобы F x( )  был много

членом, необходимо и достаточно, чтобы многочлен P x x p x( ) = + + ( )





1 2
3

2
2

2  вместе с производными 

вплоть до порядка 2 обращался в нуль при значении x = i. Такой многочлен определяется с точностью 

до слагаемого вида 1 2 3
+( ) ( ) ( )x g x g x,  – многочлен. Нетрудно показать, что тогда

p x x x x x g x( ) = + +( ) + + ( )( )( )1
24

39 42 11 24 12 4 2 3

с точностью до преобразования x y x y, , .( ) → - -( )  
Тогда

G x x x x x x x g x

F x x

( ) = + + +( ) + +( ) ( )( )
( ) =

( )24
1 39 42 11 24 1

576
57

2 2 4 2 3

2

;

66 561 121 48 39 42 11 576 12 4 2 4 2 3 2+ + + + +( ) ( ) + +( ) ( )( )x x x x x g x x g x .

Получим гамильтониан (20).
Вторая возможная структура многочленов q x Q x( ) ( ),  следующая:

v x q x x z x u x( ) = ( ) = ( ) ( )1, , Q x z x u x( ) = ( ) ( )4,  z x Bx A B x( ) = + + +( )1 2 2 2 2,

u x bx a b x( ) = ++ + ( )1 2 2 2 2,  A B a b, , , .∈

Подставим q x Q x( ) ( ),  в (10) и сократим полученное выражение на xz x u x( ) ( )4 .  Получим идеал

J B a A b bB B A b a B b B bB= - - + - - - + + -{ }3 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2, , ,

вещественное многообразие которого b = B = 0, a2 = 2 A2. Положим a = 1, применив преобразование 
гомотетии. Получим

q x x x x Q x x x( ) = + + ( ) = + +( )( ) ( ) ( )2
1 2 1

2
1 22 2 2 4 2, .

Подберем многочлен G x( )  такой, что (9) – многочлен. Очевидно, что тогда

G x x x x p x( ) = ( )( )+ + ( )1 22 2 ,

где p x( )  – многочлен. Для того чтобы F x( )  был многочленом, необходимо и достаточно, чтобы мно-

гочлен P x p x( ) = + ( )1 4 2  вместе с производной обращался в нуль при значении x = i. Такой многочлен 

определяется с точностью до слагаемого вида 1 2 2
+ ( ) ( )( )x g x g x,  – многочлен. Нетрудно показать, что

p x x x x g x( ) = + + + ( )( )( ) ( )1
4

3 2 12 2 2

с точностью до преобразования гомотетии x y x y, , .( ) → - -( )
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Тогда

G x x x x x x x g x

F x x x

( ) = + + + + + ( )

( ) = + +

( )( ) ( ) ( )( )
( )
4
1 2 3 2 1

8
2 4

2 2 2 2 2

2
2

,

xx x x g x x g x2 2 2 22
4 3 4 1+ + ( ) + +( )( ) ( )( ).

Получим гамильтониан (21).
Работа поддержана проектом FP7-PEOPLE-2012-IRSES-316338.
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