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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Первая контрольная работа выполняется по следующим разделам 
высшей математики. 

1. Векторная алгебра. Координаты и длина вектора. Скалярное, век-
торное и смешанное произведение: определение и вычисление. Угол между 
векторами. Признаки параллельности и перпендикулярности векторов. 
Площадь параллелограмма и треугольника. Объем пирамиды, построенной 
на векторах. Признак компланарности векторов. 

2. Аналитическая геометрия на плоскости. Различные виды уравне-
ний прямой на плоскости. Угол между прямыми. Признаки параллельности 
и перпендикулярности прямых. 

Уравнение окружности. Эллипс, гипербола, парабола (определение, 
канонические уравнения). 

3. Аналитическая геометрия в пространстве. Способы задания 
плоскости в пространстве. Общее уравнение плоскости. Способы задания 
прямой в пространстве. Угол между плоскостями, прямыми, прямой 
и плоскостью. Признаки параллельности и перпендикулярности плоско-
стей, прямых, прямой и плоскости. 

4. Элементы линейной алгебры. Матрицы. Действия над матрицами. 
Определители 2-го и 3-го порядка. Обратная матрица. Решение системы 
линейных уравнений методом Гаусса, по формулам Крамера и матричным 
способом. 

5. Предел и непрерывность функции. Функции и их свойства. Спо-
собы задания функций. Предел функции. 1-й и 2-й замечательные пределы. 
Раскрытие неопределенностей вида 

,
0
0   

∞
∞ ,   ∞⋅0 ,   ,   ,   ∞1 00 ∞−∞ . 

Непрерывность функции. Точки разрыва. Односторонние пределы. 

Рекомендации по выполнению и оформлению контрольных работ 

При выполнении контрольных работ необходимо учитывать указан-
ные ниже рекомендации. Работы, выполненные без соблюдения этих реко-
мендаций, не засчитываются и возвращаются студенту для переработки. 
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1. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради 
в клетку. Необходимо оставлять поля шириной 4–5 см для замечаний ре-
цензента. 

2. На обложке тетради должны быть ясно написаны фамилия студен-
та, его инициалы, учебный номер (номер зачетной книжки), номер кон-
трольной работы, название дисциплины; здесь же указывается название 
учебного заведения, дата отсылки работы и адрес студента. В конце работы 
ставится дата ее выполнения и подпись студента. 

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании 
по положенному варианту. Контрольные работы, содержащие не все зада-
чи задания, а также задачи не своего варианта, не засчитываются. 

4. Студент должен выполнять задачу в контрольной работе по вари-
анту, определенному двумя последними цифрами его учебного номера 
(номера зачетной книжки) следующим образом: 

№ задачи в 
контрольной работе 1 2 3 4 5 6 7 8 

№ варианта п к 9-п 9-к اп-кا п к 9-п 

Здесь к – последняя, п – предпоследняя цифра учебного номера, اп–кا- 
модуль разности п и к. Например, студент, имеющий номер 128, выполняет 
контрольную работу согласно приведенной выше таблице при п = 2 и к = 8, 
т. е. первую задачу в контрольной работе решает согласно варианту 2, вто-
рую – 8, третью – 7, четвертую – 1 и т. д. 

5. Решения задач следует располагать в порядке номеров, указанных в 
задании, сохраняя номера задач, излагать подробно, аккуратно объясняя и 
мотивируя все действия по ходу решения. 

6. Перед решением каждой задачи надо полностью выписать ее усло-
вие. Если несколько задач, из которых нужно выбрать задачи варианта, 
имеют общую формулировку, то следует, переписывая условие задачи, за-
менить общие данные конкретными, взятыми из соответствующего номера. 

7. После получения прорецензированной работы, студент должен ис-
править все отмеченные рецензентом ошибки и выполнить все его реко-
мендации. 
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1. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

1.1. Вычисление определителей 

Матрицей называется прямоугольная таблица, составленная из дейст-
вительных или комплексных чисел: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

. 

Горизонтальные ряды чисел матрицы называются ее строками, а вер-
тикальные – столбцами. Числа  называются элементами матрицы, где ija
i – номер строки, j – номер столбца.  Матрицу,  имеющую m строк и 
n столбцов, называют матрицей размеров . Если nm× nm = , то матрица 
называется квадратной порядка . n

Определителем квадратной матрицы  называется число 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

⋅−⋅=   

Это определитель второго порядка. 
Аналогично определителем третьего порядка называется число: 

.113223

332112312213133221312312332211

333231

232221

131211

aaa

aaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

⋅⋅−

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Δ

 
При вычислении определителя пользуются правилом треугольника, 

которое схематически выглядит следующим образом: 
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1.2. Действия над матрицами 

Сложение матриц 
( )Пусть заданы две матрицы одинаковых размеров nm× :  ijaA =  

и ( )ijbB = . Их суммой A+B называется матрица размеров nm× : 

( )ijcBAC =+= , такая, что ijijij bac += , ; mi ,...,2,1= nj ,...,2,1= . Други-

ми словами, при сложении матриц их соответствующие элементы склады-
ваются. 

Произведение матрицы на число 
Произведением матрицы ( )ijaA =  размеров nm× на число α (или чис-

ла α на матрицу ( )ijaA = ) называется матрица ( )ijbB =  размеров nm× , та-

кая, что 
ijij ab α= , mi ,...,2,1= ; nj ,...,2,1= . Произведение матрицы A 

на число α обозначается Aα или αA. 
Разность матриц A – B определим следующим образом: A – B = A + (-B). 

Произведение матриц 
Матрицу A будем называть согласованной с матрицей B, если число 

столбцов матрицы  A равно числу строк матрицы B. (Из согласованности 
матрицы A с B не следует, вообще говоря, согласованность матрицы B с A. )  

Произведение матрицы A на матрицу B вводится только тогда, когда 
матрица A согласована с матрицей B, т. е. если A есть матрица размеров 

nm× , а B –размеров kn× .  
Произведением матрицы ( )ijaA =  на матрицу ( )ijbB =  называется мат-

рица ( )ijcC =  размеров km× , такая, что . Произведение мат-∑
=

=
n

s
sjisij bac

1

рицы A на матрицу B обозначается AB. 
Из определения следует, что элемент матрицы AB, стоящий в i-й стро-

ке и j-м столбце, равен сумме произведений элементов i-й строки мат-
рицы A на соответствующие элементы j-го столбца матрицы B. Произведе-
ние АВ часто называют произведением матрицы А на матрицу В справа 
произведением матрицы В на матрицу А слева. Если произведение АВ су-
ществует, то произведение ВА, вообще говоря, не существует. Если АВ и 
ВА существуют, то, возможно, АВ ≠ ВА. Если BAAB = , то матрицы назы-
ваются перестановочными, или коммутирующими. 
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1.3. Обратная матрица 

Если для матрицы А существует матрица В, такая, что EBAAB == , где 
Е – единичная матрица, то матрица В называется обратной к матрице А. 

Из определения следует, что А и В – квадратные матрицы одинакового 
порядка. Матрицу, обратную к матрице А, будем обозначать А-1.  

Невырожденной, или неособенной матрицей называется квадратная 
матрица, определитель которой отличен от нуля. Если определитель мат-
рицы равен нулю, то матрица называется вырожденной, или особенной. 

Для того, чтобы существовала матрица В, обратная матрице А, необхо-
димо и достаточно, чтобы матрица А была невырожденной. 

Определитель второго порядка, который получается из определителя 
Δ  третьего  порядка вычеркиванием  i-й строки и j-го столбца, называется 
минором элемента  определителя 

ija Δ  и обозначается . ijM

Алгебраическим дополнением  элемента  определителя ija Δ  называет-

ся минор , взятый со знаком ijM ( ) ji+−1 , обозначается . ijA

Итак, . ( ) ij
ji

ij MA +−= 1
Обратная к данной матрица может быть получена следующим образом: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A

...
............

...

...

det
1

21

22212

12111

1

,  

где  – определитель матрицы А,  – алгебраические дополнения Adet ijA
элементов матрицы А.  

Примеры решения задач 

Задача 1. Найти сумму и разность матриц A и B, а также произведение 
матрицы A на число α = –3.  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

132
254
324

A ,

       

.
 ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
252
143
231

B

Решение.  Матрицы A и B имеют одинаковые размеры, следовательно, 
для них определена операция сложения (вычитания). Найдем сумму матриц  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−++−
+−+−+
+−++

=+
320
397
515

21)5(322
12)4(534
23)3(214

BA .
 

Разность матриц будет равна  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−−
−−−−−
−−−−

=−
184

111
153

21)5(322
12)4(534
23)3(214

BA .
 

Произведение матрицы A на число α = –3 есть матрица 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−⋅−−⋅−
⋅−−⋅−⋅−
⋅−⋅−⋅−

=
396
61512
9612

1333)2(3
23)5(343
332343

Aα .
 

 
Пример 2. Найти произведения матриц AB и BA, если они существуют: 
 

1) ,   ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

132
254
324

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
252
143
231

B

2)  ,        . 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
43
21

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

9
3

2
0

1
1

B

 
Решение.  
1) Матрица A  согласована с матрицей B, тогда, используя определение 

произведения матриц, находим  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅+⋅−−⋅+−⋅+−⋅−⋅+⋅+⋅−
⋅+⋅−+⋅−⋅+−⋅−+−⋅⋅+⋅−+⋅

⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+−⋅⋅+⋅+⋅
=

1119
727

163516

21132)2()5(1)4(3)3()2(21331)2(
221)5(24)5(2)4()5()3(4223)5(14

231224)5(3)4(2)3(4233214
AB . 

Матрица B согласована с матрицей A, следовательно, существует про-
изведение BA 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅−+⋅⋅+−⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅
⋅+⋅−+⋅⋅+−⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅
⋅+⋅−+⋅⋅+−⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅

=
23516

2296
12312

122)5(3232)5()5(22)2(24)5(42
112)4(3331)5()4(23)2(14)4(43
122)3(3132)5()3(21)2(24)3(41

BA . 

Таким образом, мы видим, что BAAB ≠ . 
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2)  Матрица A  согласована с матрицей B, тогда находим 

⎟
⎠

⎜
⎝ −⎟

⎠
⎜
⎝ −⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+−⋅− 4587)9(433240314)1(3  

⎟
⎞

⎜
⎛ −

=⎟
⎞

⎜
⎛ −⋅+⋅⋅+⋅⋅+−⋅

=
1541)9(231220112)1(1

AB .

Матрица B не согласована с матрицей A, следовательно,  произведение 
BA не существует. 

 
Пример 3. Дана матрица  

⎟
⎠

⎜
⎝ − 376

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

−
−

= 231
253

A .
 

Выяснить, существует ли обратная ей матрица, и если существует, то 
найти ее. 

Решение. Найдем определитель матрицы А 

010
376 −

231
253

det ≠=−
−

=A .
 

Следовательно, данная матрица невырожденная, и обратная к ней мат-
рица существует. Дл  нахождения обратной матрицы вычисля им алгебраи-
ческие дополнения элементов данной матрицы. Получим   

ijA  

5
37

23
11 −=

−
−

=A ;
    

15
36

21
12 =

−
−=A ;

    
25

76
31

13 =
−

=A ;
 

 

1
37
25

21 =
−
−

−=A ; 
   

3
36
23

22 =
−
−

=A ;
    

9
76
53

23 =−=A ;
 

 

4
23
25

31 =
−

−
=A ;

    
8

21
23

32 −=
−

−=A ;
    

14
31

53
33 −=

−
=A .

 
Тогда 
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⎟
⎟

⎜
⎜
⎜
⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

−
−

−
=−

4,19,05,2
8,03,05,1

4,01,05,0

14925
8315

415

10
11A .

 
⎟

⎠

⎞

⎝⎠⎝

2. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ  
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Линейным алгебраическим уравнением называют уравнение, 
соде е ржащее переменную только в первой степени и не имеюще
произведений переменных. При решении систем линейных уравнений 
используются определители и матрицы. 

Пусть дана система трех линейных уравнени  с тремя неизвестными: й

⎪
⎨

=++
=++ 2232221

bzayaxa
bzayaxa

 
⎩

⎪
⎧ =++

3333231

1131211 bzayaxa

2.1. Метод Крамера 

Введем определитель системы 

3332a31

232221

131211

aa
aaa
aaa

=Δ
  и дополнительные 

определители 

33323

23222

13121

aab
aab

x =Δ ,
     

332aab 33331

23221

13

aba
aa

y =Δ ,
111

aba

b

     
31

22221

baa
baaz =Δ

 

11211 baa
.

Если определитель системы  , то  система имеет единственное 0≠Δ
решение, определяемое форму  Крамералами : 

Δ
Δ

=x ,x

           Δ

Δ
= yy ,

             Δ  

 2.2. Метод Гаусса 

Δ z .=z

Ранее рассмотренный метод Крамера можно применять при решении 
только тех систем, в которых число уравнений совпадает с числом неиз-



вестных, причем определитель системы должен быть отличен от нуля. Ме-
тод Гаусса является более универсальным и пригоден для систем с любым 
числом уравнений. Он заключается в последовательном исключении неиз-
вестных из уравнений системы. 

 Теорема Кронекера-Капелли. Для того, чтобы неоднородная сис-
тема линейных ских уравнений была совместна, необходимо  алгебраиче
и достаточно, чтобы ранг расширенной матрицы системы совпадал с ран-
гом матрицы системы. 

Однородная систем на, так как имеет ну-а уравнений всегда совмест
 решение 0=== zyx . Ненулевые решения она имеет тогда и тольлевое ко 
, когда 0=Δ . тогда

Примеры решения задач 

Пример 1. Решить систему линейных уравнений методом Крамера: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧ =−+ 44 zу

=−+
=++−
927

132
5

zyx
zyx

х

 
 Решение. Находим определитель системы: 

.521516728410

135)2()2(471)1()2(1)1(734)2(1
217

12 =⋅⋅−−⋅−⋅−⋅⋅−−−⋅⋅−+⋅⋅+−⋅⋅
−

−= 53
145

=−−+++−=

=
−

Δ

 

Так как то можно использовать формулы Крамера. Для этог 0≠Δ , о 
находим еще три определетеля: 

,104128911088

134)2(1491)1(11)1(934)2(14
219
311
144

=−++−+−=

=⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅−+⋅⋅+−⋅⋅=
−

−
=Δ X
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,52135167188410

935)2()2(471)1()2(9)1(734)2(15
297
312
145

−=−−+++−=

=⋅⋅−−⋅−⋅−⋅⋅−−−⋅⋅−+⋅⋅+−⋅⋅=
−

−
−

=ΔY

 

.1045722882854

1159)2(4714)2(14714915
917
112
445

=−+−−+=

=⋅⋅−⋅−⋅−⋅⋅−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=Δ Z

 
Теперь воспользуемся формулами Крамера: 

 

;2
52
104

==
Δ
Δ

= Xx
  

;1
52
52

−=
−

=
Δ
Δ

= Yy
  

.2
52

104
==

Δ
Δ

= Zz
 

Ответ: x = 2; y = –1; z = 2. 

 
Пример 2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 

⎪
⎩ =++ 61459 zyx  

⎪
⎨

⎧
=++
=++

4045
2132

zyx
zух

Решение. Путем элементарных преобразований необходимо привести 
имеющуюся систему к эквивалентной системе ступенчатого вида. Затем 
отбрасывают уравнения вида 0 0= , из последнего уравнения находят вы-
ражение последнего неизвестного и подставляют это выражение в преды-
дущ ахоие уравнения. Таким образом н дят все неизвестные. 

Запишем расширенную матрицу системы: 

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

61
40
21

459
145
132

. 

 
2
5

−  Первую строку умножим на и сложим со второй, затем первую 
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строку умножим на 
2
9

−  и сложим с тр ей: еть



⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−

−

−−

−−→
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

2
67

2
25
21

2
1

2
170

2
3

2
70

132

61
40
21

459
145
132

.
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Вторую строку, умноженную на 17
7

− , прибавляем к третьей: 

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−

−−−→

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−

−

−−

−−

7
22

2
25
21

7
2200

2
3

2
70

132

2
67

2
25
21

2
1

2
170

2
3

2
70

132

. 

Система уравнений приведена к треугольному виду: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−−

=++

7
22

7
22

2
25

2
3

2
7

2132

z

zy

yx

   
−=

z

В резул те получаем: ьта

7
22

7
22

−=z ( )
2

251
2
3

2
7

− 21)1(432 =−+⋅+x ;;
   

=−−− y ;
      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ = 5x

−=
=

1
4

z
y

 

Ответ: ;5 .1;4= = −= zyx  
 
Пример 3. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=+−

8285
542
123

zyx
zyx
zух

 
Решение. Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных 

и свободных членов: 



⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

.
⎠

⎞

−
−

−

8
5
1

285
412

231

 

Умножая первую строку поочередно на –2, –5 и прибавляя соответст-
венно ко второй и третьей, получаем матрицу: 

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

−

3
3
1

870
870

231

. 

Умножив вторую строку на  –1 и прибавив к третьей, получим новую 
матрицу: 
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⎜
⎝ 000
⎜
⎜
⎛

⎟
⎟

⎠

−
−

0
3
1

870
231

 

⎟
⎞

Данной матрице соответствует система уравнений: 

⎩
⎨
⎧ =+− 123 zyx

=− 387 zy        

Отсюда     
⎪
⎩⎩ 77

⎪
⎨

⎧

+
=

+

→
⎪

⎪
⎨
⎧

+
=

−=

38
7

16

83
13

zy
zy

yx   
,
 =+ 102 zxz

где z  может принимать любые действительные значения. 
 

Ответ: 
7

1610 +
=

zx ;   
7

38 +
=

zy ,   где  Rz∈ . 

 
Пример 4. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+

=−+

1
1

3

zyx
yx

zух

 
Решение. Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных и 

свободных членов: 



⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞−

1
1
3

111
011
111

. 

Умножая первую строку на  –1 и прибавляя поочередно ко второй и 
третьей, получаем матрицу: 

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

−

2
2

3

200
100
111

. 

 Умножив вторую строку на  –2 и прибавив к третьей, получим новую 
матрицу: 

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
−

−

2
2

3

000
100
111

.
 

Данная система уравнений несовместна, так как никакие значения не-
известных не могут удовлетворять ей. 

Ответ: система несовместна. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 16



 17

 

ТЫ  АЛГЕБРЫ  
В  

 
 

 
 

3. ЭЛЕМЕН ВЕКТОРНОЙ
ПРОСТРАНСТВЕ

3.1. Векторы в пространстве  

Любой вектор ar  раскла ыв ется п  базисным вектд а о орам прямоуголь-
ной системы координат:  jaiaa ka

rrrr
3= . 21 ++

Координаты вектора 
Если в пространстве заданы две точки A(x1; y1; z1), B(x2; y2; z2), то коор-

динаты вектора AB (x; ны тв щих координат y; z) рав  разности соо етствую
конца и начала вектора:  x = x  – x , y = y  – y , z = z – z , 2 1 2 1 2 1

т. е. AB  (x2  – x1; y2  – y1; z2  – z1). 

Сложение и вычитание векторов 
Пусть даны два вектора ar ( a 1; a 2; ), a 3 b

r
(b ; b ; b ). Тогда вектор, 1 2 3

равн д  и тьый сумме этих векторов, бу ет ме  координаты 

ar  + b
r

=( a + b a + b ; + b ), 1 2 2 3; a 3 1 

вект еет координаты ор, равный разности этих векторов, им

ar – b
r

( a – b a 2  b2; a 3  – b3), = 1 – ; 1 

Умножение вектора на число 
При умножении вектора ar ( a 1; ; ) на число α, на это число a 2 a 3

умножается каждая координата  вектора, т. е. вектор данного
α ar =( ; α ; α ). α a 1 a 2 a 3

Условие коллинеарности векторов 
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Два вектора ar ( a 1; a 2; a 3) и b
r

(b1; b2; b  коллинеарны тогда и только 3)
тогда, когда их соответствующие координаты ропорциональны:  п

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

== .
 

Скалярное произведение векторов 
Скалярным произведением двух векторов зывается число, равное на

прои тих векторов на косинус угла между ними:  зведению длин э

ϕcos⋅⋅=⋅ baba
rrrr .

 
Скаляр ое произведение вектора aн  

r
( a 1; a 2; a 3) на вектор b

r
(b1; b2; 

b3), заданных относительно прямоугольной мы координат, равно систе
сумме произведений соответствующих координат сомножителей: 

ba ⋅
rr

332211 bababa ++= .
 

Длина вектора 
Из свойств скалярного произведения векторов следует, что длина век-

Если вектор ar  тора 2aa rr
= . задан относительно прямоугольной системы 

координат ar ( a 1; a 2; a 3), то длина его вычисляется с помощью ф мулы: ор

22
2

2 aaaa ++= 1 3
r

.
 

Угол между векторами 
Косинус угла ϕ  между двумя вектор  ar (ами a 1; a 2; a 3) и b

r
(b1; b2; 

b3), заданными в прямоугольной систе е координат, находится так:  м

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332

b
211coscos

bbaaaba
ba

++⋅++
=⇒

⋅
= ϕϕ rr

bababa ++⋅
rr

.
 

Условие перпендикулярности двух векторо  в
Два ненулевых векто  и b

r
перпендикулярны тогда и только тогда,  arра

когда их скалярное произведение равно 0, 0=⋅ba
rr . Если эти векторы даны 

в прямоугольной системе :  координат ar ( a 1; a 2; a 3) и b
r

(b1; b2; b3), то ус-
ловие перпендикулярност я через и выражаетс координаты векторов: 



0332211 =++=⋅ babababa
rr .

 
Векторное произведение векторов 
Векторным произ
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ведением двух векторов ar  и b
r
называется вектор, 

обозначаемый символом ba
rr

×  и удовлетворяющий следующим условиям: 
1) длина этого вектора равна произведению длин данных векторов на 

сину  между нимис угла : ),sin(
∧

⋅=× bababa
rrrrrr ; 

2) вектор ba
rr

×  перпендикулярен как век ору ar , так и b
r

; т

3) векторы  ar , b
r

, ba
rr

× , взятые в ука анном з  порядке, составляют пра-
вую .  тройку векторов

Векторное произведение зависит от порядка сомножителей: 

)( abba
rr r r

×−=× .
 

 0≠ar , 0≠b
r

, то векторное произведение ba
rr

×  Если равно нулевому 
вектору тогда и только тогда, когда векторы ar  и b

r
коллинеарны. 

Вычисление векторного произведения 

Если в ы kajaiaaектор
rrrr

321 ++= , kbjbibb
rrrr

321 ++=  даны в прямо-

угольной системе координат, то вектор вектораное произведение  ar  на век-

тор определяется формулой  b
r

 

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bb
aa

bbb
aaaba

rrr
kji
rrr

rr

21

21

13

13

32

32

321

321 ++==× ,
  

т. е. вектор ×  имеет координаты:  ba
rr

);;(
21

21a

13

13

32

32

bb
a

bb
aa

bb
aa

ba =×
rr

.
 

Вычисление площади треугольника 



Если три точки A(x1; y1; z1), B(x2; y2; z2), C(х3; y3; z3) даны относительно 
прямоуго  треульной системы координат, то площадь гольника ABC можно 
найти с помощью векторного произведения векторов 
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AB  и AC : 

ACABS ABC
×=

2
1 .

 



Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением трех векторов ar , b
r

, cr  называется число, 
равное векторному произведению ba

rr
× , умноженному скалярно на век-

c , т. е. cba
r r rтор r

⋅× )( . 
Модуль смешанного произведения трех векторов равен объему парал-

лелепипеда, построенного на векторах ar , b
r

, cr . 
Смешанное произведение не меняется при круговой перестановке со-

множителей: .)()()( bacacbcba
rrrrrrrrr
⋅×=⋅×=⋅×   

Смешанное произведение меняет знак на противоположный при вся-
кой перестановке, изменяющей последовательность сомножителей: 

bcba
r

 21

;) ca()( rrr
×−=⋅×

r
⋅  .)()( bcacba

rrrrrr  r
⋅×−=⋅×

Смешанное произведение равно нулю тогда и только тогда, когда век-
торы ar , b

r
, cr  компланарны. 

Вы ов числение смешанного произведения вектор

Если векторы ar ( a 1; ; ), a 2 a 3 b
r

(b1; b2; b3), cr (c1; c2; c3) заданы отно-
сите емы коо  смешанное произведение льно прямоугольной сист рдинат, то
векторов вычисляется так: 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba =
rrr

. 

 Условие компланарности трех векторов 

Три вектора ar , b
r

, cr  компланарны тогда и только тогда, когда их 

cba rrr
⋅× )( =0. В координатах век-смешанное произведение равно нулю, т. е. 

торов условие компланарности записывается так: 

0

321

321

321

=

ccc

bbb

aaa

. 



Вычисление объема тетраэдра 

 
6
1  Объем тетраэдра равен объема параллел еда, т. е. для вычисления епип

объема тетраэдра можно использовать смешанное произведение векторов. 
Так, если даны координаты четырех вершин тетраэдра относительно 

прямоугольной системы координат A(x1 B(x2; y2; z2), C(x3, y3, z3), ; y1; z1), 

6
1  D(x4 а равен, y4, z4), то объем тетраэдр  модуля смешанного произведения 

векторов: 

. ADACABVтетр )(
6
1

×=

Примеры решения задач 

Задача 1 слить пло. Вычи щадь параллелограмма, построенного на век-

 3,2,3,43 ==+=−=
→→→→→→→→

qpqpbqpa , если 
4

),( πα ==
∧
→→

qp . торах

 22

Решение. Известно, что 
→→

×= baS . Тогда  

→

).(13)(4)(9

)(12)(4)(9)(3)3()43(
→→→→→→

→→→→→→→→→→→→→

a

×=×+×

=×−×−×+×=+×−=×

qpqpqp

qqpqqpppqpqpb  

=

239
2
2239

4
sin3213sin1313 =⋅⋅=⋅⋅=⋅=×=

→→→→ παqpqpS
 
кв. ед. 

Ответ: 239  кв. ед. 
 
Задача 2. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках 

)4;1;3(),5;1;2(),2;1;4(),1;3( 4321 ;0 − −−− AAAA  и его высоту, 

опущ ю из вершины на грань 4A   321 AAA . енну

Решение. Известно, что →→→

= )(
6
1

413121 AAAAAAVm
. Находим координаты 

векторов, получаем )5;4;3(),4;2;2(),1;4;4( 413121 −−
→→→

AAAAAA . 



.194424)( 413121 ==AAAAAA  
324−

→→→

541 −

 23

3
97194

6
1 =⋅=V

 
куб. ед. 

Находим площадь грани 321 AAA : 

1944194
2
1256324196

2
1

24
24

2
4124

2
1

222 −
=S

441 −  
=⋅=++=++ кв. ед.

 

  HSV осн ⋅=
3
1 , отсюда 

2
97

194
97

194
33 3

97

==
⋅

==
оснS
VТогда H . 

97
Ответ: 

3
97

=V куб. ед., 
2

=H . 
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4

4.1. М

. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

етод координат на плоскости 

Деление отрезка в данном отношении 
Пусть заданы две точки своими координатами: M1 (x1; y1) – начало от-

резка, M2 (x2; y2) – конец отрезка, и некоторое число λ ≠ –1. Разделить отре-
зок M1M2 в отношении λ – это значит найти координаты (x, y) такой точки 
С, что  21 CMCM λ= . 

Формулы для вычисления координат точки деления С следующие: 
λ
λ+

+
= 21 xxx ,  λ

1 λ+
+

= 1 yyy
1

2 . 
 (При пользовании этими формулами нельзя путать координаты на-

чала и конца отрезка). 
Если требуется разделить отрезок пополам, то λ =  координаты (x, y)  1 и

точки C – середины отрезка М1 2М  равны 

2
,

2
2121 yyyxxx +

=
+

= .
 

Расстояние между двумя точками 
Расстояние между двумя точками A (x1; y1), B (x2; y2), заданными отно-

сительно прямоугольной системы координат, вычисляется как длина век-

AB , тора т. е. 

)()( 12
22 yyxxABd +−==

→

.12 −
 

4.2. Уравнение линии на скости пло

Под линией на плоскости понимается некоторое множество точек, об-
лада свойст-ющих определенным, только им присущим геометрическим 
вом,  и координаты которых относительно некоторой системы координат
удов етворяют уравнениюл  .0),( =yxF  

Чтобы составить уравнение линии, необходимо: 
1) взять произвольную точку данного множества с текущими коорди-

натами );,( yx  



2) записать общее свойство точек данного множества в виде равенства; 
3) выразить входящие в это равенство величины с помощью координат. 
Координаты точек пересечения двух линий, уравнения которых 

)(xF  = 0 ся из системы  ;1 y и  = 0, находят   уравнений );(2 yxF

⎩ 2  
⎨
⎧

=
=

.0);(
,0);(1

yxF
yxF

Если система имеет действительные решения, то линии пересекаются, 
причем  дей- число точек пересечения равно числу решений системы. Если
стви

4.3.  Пря

тельных решений нет, то линии общих точек не имеют. 

мая на плоскости 

Всякая прямая относительно прямоуго  системы координат на льной
плоскости определяется уравнением первой тепени, и наоборот, всякое с
уравнение первой степени относительно координат yx,  описывает неко-
торую прямую на плоскости. 

Любой ненулевой вектор, парал ьный данной прямой называет е лел , ся е
направля щим вектором. ю

Различные способы задания прямой 

Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим вектором 
Пусть дана некоторая прямая, которая проходит через точку 0M с из-

вестными координатами ,0x , 0y  параллельно направляющему вектору аr , 

координ  которого также известны и равны ( 1a , 2a ). аты
Уравнение этой прямой можно записать в виде 
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2

00

a
yy

a
xx −

=
−

.
 1

Это равенство м уравнением называется канонически прямой.  

 



Параметрические уравнения прямой 
Существует еще один вид уравнения прямой щей через дан-, проходя

ную яющий в точку ),( 000 yxM  и имеющей данный направл ектор аr )( 2,1 aa : 

⎩ 0
⎨
⎧

+=

+=

,
,
tayy
taxx 10   

2

где  все действительные значения.  t  – параметр, принимающий
Этот вид называется параметрическими уравнениями прямой. 

 Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки 
Пусть некоторая прямая проходит через две точки с известными коор-

динатами: ),;( 111 yxM ).;( 222 yxM . Уравнение этой прямой имеет вид:  

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

.
 

Уравнение прямой «в отрезках по осям» 
Пусть прямая от на оси Ox  отрезок величины a , на о  секает си Oy –

отрезок b . В этом  уравнение прямой будет иметь вид  случае

1=+
ba
yx .

 

Уравнение прямой с оэффициентугловым к ом 
Угловым коэффициентом некоторой прямой называется число, рав- k  

 аr ),ное отношению  вектора координат направляющего 21 aa  этой прямой, (

k =
1

2

a
a . т. е. Если прямая задана относительно прямоугольной системы ко-

ординат, то угловой коэффициент k есть тангенс угла α наклона данной 
прямой к положительному направлению оси :       Ox ,αtgk =    )0( πα p≤ . 

Уравнение прямой, заданной точкой ),( 000 yxM  и угловым коэффици-

ентом k имеет вид ).(yy 00 xxk −=−   Если в чки  качестве то  ),( 000 yxM
взять точку пересечения прямой с осью ординат, то получим урав- );0( bB  
нение: .bkxy +=  
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Уравнение прямой, проходящей через данную точку перпендику-
лярно данному вектору 

Если прямая проходит через данную точку ),( 000 yxM  перпендикуляр-

но данному вектору nr ( вектор nr  называется нормальны) ( м вектором BA;
данной прямой), то ее уравнение имеет вид: 

 )()( 00 =−+− yyBxxA .0

Общее уравнение п  рямой
Каким бы способом ни была задана прямая, ее уравнение всегда мож-
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но привести к уравнению вида ,0=++ CByAx  которое называется общим 
уравнением прямой. 

Геометрический смысл коэффициентов общего уравнения прямой 
Коэффициенты );( AB−  общего уравнения прямой 0=++ CByAx  яв-

аrляются  координатами направляющего вектора данной прямой, т. е. 
); AB(а −

r . Коэф есть координаты нормального вектора фициенты );( BA  

данной прямой, т. е. nr );( BA . Угловой коэффициент прямой равен ,
B
Ak −=  

b
В
С
=  – величина отрезка, отсекаемого прямой на оси Oy . а отношение –

Расстояние от точки до прямой 
Расстояние от точки до прямой ),( 000 yxM   0=+ +CByAx  вычисляет-

ся по формуле 

  ) =ρ ( 0M ,d
BA +

CyBxA

22
00
++ . 

Угол между двумя прямыми. Условия параллельности и перпенди-
кулярности прямых 

Тангенс угла между прямыми, у авнения которых относительно пря-р
моу  системы координат заданы в видгольной е ky 11 bx  и 22 bxky += , = +
вычисляется по формуле 

tg
kk

kk
12

21
1 ⋅+

−
=ϕ ,

 



при й стрел рвой прячем угол принято отсчитывать против часово ки от пе -
мой ко второй. 

Необходимое и достаточное условие параллельности заданных прямых 

выражается равенством kk .1
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21 = , а условие перпендикулярности  k
2

1 k
−=

Примеры решения задач 

Пример 1.   Задан  ABCΔ  координатами своих вершин: 

 A (-1, 2), B (3, 3), C (1, -1). 

Найти:  а) периметр треугольника; 
 б) точку пересечения медиан; 
 в) уравнение стороны AB; 

 высоты, опущенной из C;  г) уравнение
 д) длину этой высоты. 
Решение. 
 а) находим длины сторон треугольника о формуле:  п

2
1

2
12 )()( yyxxd −+−= .

2

 
17116)23()13( 22 =+=−++=AB ;

 
2014)31()31( 22 +=−−+−=BC 6 = ;

 
1394)21()11( 22 =+=−++=AC ;

 
132017 ++=p ;

 б) точку пересечения медиан треугольника находим по формулам: 

321 xxx
3

x
++

= ,
 3

y 321 yyy ++
= .

 

Тогда 
33

,1
3

=
4132131 + +

==
−+−

= yx ,   т. е. )
3

;1(M ; 4

в) составляем уравнение прямой AB по двум точкам:  

23
2

13
1

−
−

=
+
+ yx ,  x + 1 = 4(y – 2),        4y 9 0; x – + = 
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г) находим угловой коэффициент прямой AB, 
4
1

=k , тогда 4−AB =CDk , 

где CD – ысота пущен в , о ная из вершины  С. Составим уравнение CD по 
точке C и угловому коэффициенту: y + 1 = –4(x – 1);  4x + y – 3 = 0; 

д л) Д ину высоты CD найдем как расстояние от точки C до прямой AB. 

17
1714

17
14

161

9)1(41
),( ==

+

+−−
== ABCCD ρ .

 

)
3
4;1(Ответ:  а) M132017 ++=p ,   б) ,  

в) x – y + 9 = 0,   г) 4x + y – 3 = 0,   д)  4
17

1714 . 

4.4. Линии второго порядк , а
заданные каноническими уравнениями 

Алгебраической линией n -го порядка называется множество точек , 
опре и -деляемое алгебраическим уравнен ем -ой степени относительно де n
картовой системы координат е  = 2 линия называется линией . В случа n
второго порядка. 

Эллипс 
Каноническое уравнение эллипса имеет вид 

12

2

2
2

ba
x

 
=+

y ,

где a , b  – длины полуосей. 
Точки пересечения эллипса с его осями симметрии, которые в данном 

случае совпада т вершинами. Точки  ю  с осями координат, называются 
c;0), F2(c;0) – фокусы эллипса, причем c 2=a2–b 2. F1(–

 Эксцентриситет ε эллипса есть ло, равное ε=
а
с чис  < 1. 

Директрисы э ямые 1l  и 2l , определяются уравнениями ллипса – пр

x = –
ε
а

     
, x =

ε
а

 
.



Директориальное свойство: для любой точки эллипса справедливы ра-
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венства: 
1

1
r =ε,   

d

r
2 =ε, 

d
2

где , 2d – расстояния от точки до соответствующей данному фокусу ди-1d
ректрисы. 

Гипербола 

Каноническое уравнение гиперболы: 122
2

=−
yx . 

2

ba
При a b гипербола =  называется равносторонней.  
Точки пересечения гиперболы с действ льной осью, в данном слу-ите

чае совпадающей с осьюOx , называю инами гиперболы.  тся верш
Фокусы гиперболы  F (–c; 0),  F (c;0),  где c = + b . 1 2

2 2 2a

Эксцентриситет гиперболы число ε, определяемое формулой ε=
а
с  > 1.  

Директрисы гип рбол  –е ы  прямые и определяются уравнениями   1l   2l , 

x = –
ε
а

   
, x =

ε
а ,

 
директриса 1l  соответствует фокусу F1, 2l – фокусу F2. 

r Директориальное свойство: 
d

1

1 =ε, 
d

2

2 1
r =ε, где r  – расстояние от 

левого ф  – расстояниеокуса до точки любой ветви гиперболы, r2  от правого 
 любой ветви гиперболы, d1 и d2 – расстояния этих точек от фокуса до точки

директрис и 1l   2l . 
Асимп ты гиперболы определяются уравнениями то

x
a
by = ,

  
x

a
by −= .

 

Уравнение - 122 =+
ba

 определяет гиперболу, симметричную от-
22 yx

носительно координатных осей; ветв  пи ее ересекают ось фокусы  Oy , 
лежат на оси Oy . 



Парабола 
Кано лы, симмет ой относительнническое уравнение парабо ричн о оси Ox : 

pxy 22 = ,
 где p – фокальный параметр (расстояние араболыот фокуса п  до директри-

 lсы ).  

Директриса определяется уравнением х= – l  
2
р .  

Вершина параболы совпадает с началом координат. Фокус находится 
в точке F(

2
р ;0). 

Парабола, имметричная относительно Oy и проходящая чер з начало с е
координат ед  ку я , опр еляется уравнением qyx 22  фо с находитс в точке = . Ее
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F(0; 
2
q ), уравнение директрисы имеет вид: у = –

2
q , а фокальный радиус 

точки М (х;у) равен r =y+
2
q . 

Примеры решения задач 

Задача 1. Составить каноническое уравнение эллипса, если расстояние 
между фокусами равно 14, эксцентриситет 

9
7

=ε . 

Решение. Из условия задачи следует, что 2c = 14, тогда с = 7. Так как 

9
7

==
a
cε  и c = 7, то  а = 9. Из равенства получаем 222 cab −=  

3249812 =−=b . Каноническое уравнение данного эллипса имеет вид 

1
3281

22

=+
yx . 

Ответ: 1
3281

22 yx
=+ . 

 
Задача 2. Составить каноническое уравнение гиперболы, если дейст-

вите ь равна 6, ентриситет 
3
5

=ε . льная ос эксц



Решение. Из условия задачи следует, что 2 a = 6, тогда а = 3. Так как 

3
5

==
a
cε  и a =3, то c = 5. Так как то Кано- 222 acb −= ,  169252 =−=b . 
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ническое уравнение гиперболы примет вид 1
22

=−
yx . 
169

Ответ:  1
2

=
y . 
169

2

−
x

 
Задача  уравнение эллипса, проходящего че- 3. Написать каноническое

2;
2
3рез точки M(3;2),  N(3 ). 

Решение. Чтобы составить каноничес уравнение эллипса кое 

122 =+
ba

, необходимо найти его полуоси, т. е. величины а и b. Так как 
22 yx

эллипс проходит через точки M  N, их координаты до ны удовлетворять  и лж
уравнению эллипса. Подставляем в каноническое уравнение эллипса сна-
чала координаты точки M, затем – точки N. Получаем систему двух урав-

 с двумя неизвестными а и b: нений

⎪⎩

⎪⎧ =+⎪⎪
⎧ =+

⎪

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
=+

,222429
,12

4
2

9

3 2

,12
)2

2
)3( 2

baabba
ba

⎨
=+

⎪
⎪
⎩

⎨
=+

⎪
⎪

⎩
=+

,22224227,12
2

22
27

,12
)2( 2

2

)
2

3(

2(

baab
ba

ba

 

⎪⎩ =⎪⎩ =⎪⎩ = .,, 18218222218 aabab  
⎪
⎨
⎧ =⎪

⎨
⎧ =+ ,, 822222429 bbaaab ⎪

⎨
⎧ =+, 24292 abb

Следовательно, каноническое уравнение эллипса будет иметь вид 

1
18

=+
yx .

 

22

8

Ответ: 1
8

2

18

2
=+

yx . 
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5. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

5.1. Метод координат в пространстве 

Деление отрезка в данном отношении 

Координаты x, y, z точки M, делящей отрезок M1M2 в отношении 
1−≠λ , вычисляются по формулам 

λ
λ
λ+

= 21 xx
x ,

+1   λ+
+

= 21 yy
y ,

  λ
λ+

= 1 zzz
+1

2 .
 1

Если точка M – середина отрезка M1M2, то 1=λ  и формулы принима-
ют вид 

2
21 xxx +

= , 
 2

21 yyy +
= ,

  2
21 zz

z
+

= .
 

В этих формулах x1; y1; z1 – координаты точки M1 – начала отрезка, x2; 
y2; z2 2 – координаты точки M  – конца отрезка. 

Расстояние между двумя точками 
Расстояние ρ  между двумя точками A(x1; y1; z1) и B(x2; y2; z2), задан-

ными относительно прямоугольной системы координат в пространстве, оп-
ределяется формулой: 

2
12

2
12

2
12 )()()(),( zzyyxxBA −+−+−=ρ .

 

 5.2. Плоскость

Всякая плоскость относительно некоторой прямоугольной системы 
коо б-рдинат в пространстве определяется уравнением первой степени и о
ратн  степенио: каждое уравнение первой  определяет плоскость. 

 

 

 



Различные способы задания плоскости 

Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку парал-
лельно двум неколлинеарным векторам 

Пусть относител мы координат в про-ьно некоторой прямоугольной систе
странстве дана точка M0(x0; y0; z0) некоторой плоскости и два неколлинеарных 
вектора );;( 321 llll

r , );;(mm 321 mmr , параллельные этой плоскости.  
Тогда уравнение плоскости можно записать так: 
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 0321 lll  

000

=

−−− zzyyxx

321 mmm

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки 
Если от  некоторой прямоугольной системы координат в носительно

про очки M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), M3(x3; y3; z3), принстранстве даны т ад-
лежащие некоторой плоскости, то уравнение этой плоскости имеет вид 

1−−− zzyyxx 11

0

131313

121212 =

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx . 

Уравнение плоскости в «отрезках» 
Если некоторая плоскость отсекает на осях координат отрезки: а – на оси 

Ox , b – на оси с – на оси то уравнение этой плоскости имеет вид  Oy ,  Oz , 

1=++
zyx .
cba  

Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку перпенди-
кулярно данному вектору 

Пусть относи темы координат тельно некоторой прямоугольной сис
плоскость проходит через точку M0(x0; y0; z0) перпендикулярно вектору 
nr (A; B; C). Уравнение этой плоскости будет иметь вид: 



A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. 

Общее уравнение плоскости. Условие параллельности вектора не-
которой плоскости 

Какими бы способами ни была задана плоскость, ее уравнение можно 
привести к виду 

0=+++ DCzByAx .
 Это уравнение называется общим уравнением плоскости. 

Если плоскость задана относительно прямоугольной системы коорди-
нат, то коэффициенты A, B, C этого уравнения служат координатами векто-

: nr (A; B; C). ра нормали к данной плоскости
);;( 321 ppppr  Вектор параллелен плоскости, определяемой уравнени-

ем 0=+++ DCzByAx , тогда и только тогда, когда выполняется условие 

Ap1 + Bp2 + Cp3 = 0. 

Расстояние от точки до плоскости 
Расстояние от точки M0(x0; y0; z0) до плоскости, определяемой в прямо-

угольной системе координат общим уравнением 0=+++ DCzByAx , на-
ходится с помощью формулы 

222

000
0 ),(

CBA

DCzByAx
M

++

+++
=δρ .

 

5.3. Прямая в пространстве 

Вектор, параллельный прямой, называется направляющим векто-
ром прямой. 

Различные способы задания прямой 

Уравнение прямой, проходящей через данную точку параллельно 
данному вектору 

Прямая, проходящая через точку M0(x0; y0; z0) параллельно направляюще-
му вектору );;( 321 aaaar , определяется или параметрическими уравнениями 

 35



x = x0+ a 1t, 
y = y0+ a 2t, 
z = z0+ 3t, a

где t – параметр, принимающий произвольные значения, или канонически-
ми уравнениями вида 

3

0

2

0

1

0

a
zz

a
yy

a
xx −

=
−

=
− .

 
(В этом уравнении отношения рассматриваются как пропорция, а не 

как дроби.) 

Прямая как линия пересечения двух плоскостей 
Прямая как линия пересечения двух плоскостей определяется систе-

мой уравнений этих плоскостей: 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 
Координаты a 1, a 2, 3 направляющего вектора aa r  этой прямой равны: 

22

11
1

CB

CB
a = ,   

22

11
2

AC

AC
a = ,   

22

11
3

BA

BA
a = ,   

т. е. . );;( 321 aaaar

Уравнения прямой, проходящей через две точки 
Канонические уравнения прямой, проходящей через две данные точки 

M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), имеют вид 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

.
 

5.4. Прямая и плоскость 

Взаимное расположение прямой и плоскости 

Необходимым и достаточным условием того, что плоскость 
 и прямая x = x0 + а1t, 0=+++ DCzByAx

y = y0 + а2t, 
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z = z0 + а3t 

пересекаются, является условие: 0321 ≠++ CaBaAa . 
Чтобы найти точку пересечения прямой и плоскости, необходимо решить 

систему из уравнения плоскости и параметрических уравнений прямой 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

=+++

.
,
,

,0

30

20

10

tazz
tayy
taxx

DCzByAx

 

Если прямая и плоскость параллельны, то выполняются условия 

⎩
⎨
⎧

≠+++
=++

.0
,0

000

321

DCzByAx
CaBaAa

 
Условиями принадлежности прямой некоторой плоскости являются 

⎩
⎨
⎧

=+++
=++

.0
,0

000

321

DCzByAx
CaBaAa

 

Угол между прямой и плоскостью. Условие перпендикулярности 
прямой и плоскости 

 Пусть относительно прямоугольной системы координат в про-
странстве даны плоскость 0=+++ DCzByAx  и прямая x = x0 + а1t,  
y = y0 + а2t,   z = z0 + а3t.  

 Угол между ними определяется из соотношения: 

2222
3

2
2

2
1

321sin
CBAaaa

CaBaAa

++⋅++

++
=ϕ . 

Необходимым и достаточным условием параллельности прямой 
и плоскости является условие перпендикулярности векторов );;( 321 aaaar  и 

 37

);;( CBAnr : 

321 a
C

a
B

a
A

== .
 

 



Примеры решения задач  

 
Пример 1. Найти координаты точки, симметричной точке М (3; 3; 3) 

относительно прямой  
1

3
0

5,1
1
1 −

=
−

=
−
− zyx . 

Решение. Обозначим точку, симметричную точке М, через М′. 
Эти две точки расположены на одинаковых расстояниях от задан-

ной прямой.  
 Пусть точка А - середина отрезка ММ′, лежащая на данной прямой 

1
3

0
5,1

1
1 −

=
−

=
−
− zyx . 

Составим уравнение плоскости, проходящей через точку М, и перпен-
дикулярной данной прямой, а затем найдем координаты точки А как точки 
пересечения прямой и плоскости, и далее с помощью формул координат 
середины отрезка можно вычислить координаты М′.  

Координаты нормального вектора плоскости: )1;0;1(−nr . 
Составляем уравнение плоскости:  
–1(x – 3) + 0(y – 3) + 1(z – 3) = 0 
–x + 3 + z – 3 = 0 
–x + z = 0. 
Вычисляем координаты точки А, для чего составляем систему уравне-

ний, состоящую из параметрических уравнений данной прямой и общего 
уравнения плоскости:  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
−=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
=

−=
−=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
=

−=
=+

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
=

−=
=+++−

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
=

−=
=+−

2
5,1

2
1

3
5,1

1
1

3
5,1

1
022

3
5,1

1
031

3
5,1

1
0

z
y
x

t

tz
y

tx
t

tz
y

tx
t

tz
y

tx
tt

tz
y

tx
zx

   

Итак, А (2; 1,5; 2). 
Так как точка А – середина отрезка ММ′,  используем формулы 

2
,

2
,

2
212121 zzz

yyyxxx +
=

+
=

+
=

 
и получаем x2 = 1, y2 = 0, z2 = 1. 

Ответ: М′ (1; 0; 1). 
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6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ 

При решении различных задач часто используется понятие предела 
функции. С определениями и свойствами пределов рекомендуем ознако-
миться самостоятельно по предлагаемой учебной литературе. Приведем 
основные свойства пределов функций: 

 
)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf

axaxax →→→
±=±

 
)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf

axaxax →→→
⋅=⋅

 

)0)(lim(,
)(lim

)(lim

)(
)(lim ≠=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→

→

→

→
xg

xg

xf

xg
xf

ax
ax

ax

ax  

При вычислении пределов функций используются следующие про-
стейшие пределы: 

1) 
∞=⋅

∞→
xA

x
lim  

;
              2) 

∞=
→ x

A
x

lim
0  

;
         0≠

=
A

constA
 

.0
,

≠
=

A
constA

3)
 

∞=
∞→ A

x
x
lim

 
;
                      

4)
 

0lim =
∞→ x

A
x

. 
В некоторых примерах для раскрытия неопределенности вида  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
0
0  можно попытаться числитель и знаменатель разложить на множители 

и дробь сократить или применить первый замечательный предел: 

1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx . 

Для раскрытия неопределенности вида 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞
∞  числитель и знаменатель 

(если они являются многочленами относительно независимой переменной 
x ) делят на  x  с наибольшим показателем. 

В случае неопределенности вида  [ ]∞1  используют второй замечатель-
ный предел 

( )...7,2,)1(lim
1

0
≈=+

→
eex x

x
.
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Примеры решения задач 

 
Пример 1. 

( )
( ) 1

3
3

12
1lim

2
1)1(2

1)1(lim
0
0

12
1lim

2

1

2

12

3

1
==

+
++

=
+−
++−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−−
−

→→→ x
xx

xx
xxx

xx
x

xxx . 

 
Пример 2. 

40410)21)(5(lim
5

)21)(5)(5(lim
41

)21)(5)(5(lim

)21)(21(
)21)(5)(5(lim

0
0

21
25lim

5

55

5

2

5

=⋅=+−+=

=
−

+−+−
=

−−
+−+−

=

=
+−−−
+−+−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−−
−

→

→→

→→

xx
x

xxx
x

xxx

xx
xxx

x
x

x

xx

xx

 

Пример 3. 
В данном случае ∞→x . Разделим числитель и знаменатель на выс-

шую степень x (в данном случае на 2 ), а затем воспользуемся теоремами x
о пределах функций. 

.
2
3

252

823
lim

252
823lim

2

2

2

2

=
+−

−−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
+−
−−

∞→∞→

xx

xx
xx
xx

xx  

Пример 4. 

( )

72172
3

3sinlim729
3

3sinlim83sinlim)24(lim2

)24(3sin2lim
)24)(24(

)24(3sin2lim
24

6cos1lim

2

2

0

2

02

2

00

2

2

0

2

00

=⋅=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅++=

=
++

=
++−+

++
=

−+⋅
−

→→→→

→→→

x
x

x
x

x
xx

x
xx

xxx
xx

xx
x

xxxx

xxx
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Пример 5. 

[ ]

112
2lim

12
2

12
2

2
12

lim

2
12

11lim

2
12

11lim

12
21lim1

12
121lim1

12
12lim

−+
−

+
−

∞→

⋅
+

−
⋅

−
+

∞→∞→

∞→∞→

∞

∞→

===
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

+==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞→ eeexx

xx
x

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
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Контрольная работа № 1 

Задача 1 
Даны две матрицы А и В. Найти: 1) А⋅В; 2) В⋅А; 3) А-1. 

0. ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

=
201
123
523

,
2310
155
118

BA

 42

1. ; 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

147
465
400

,
172

394
412

BA

2. ⎟ ; 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
512

142
350

,
324
381
273

BA

3. ⎟
⎞ ; 

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

291
260
133

,
221
413

432
BA

4. ⎟
⎞ ; 

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

231
720
103

,
730
529

1116
BA

5. ; 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

231
713
103

,
173
232
201

BA

6. ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

173
112
210

,
121
201
213

BA

7. ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

=
121
453
212

,
243
678
312

BA

8. ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

354
013
582

,
113
342
653

BA

9. . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

210
123
674

,
011
351
158

BA

Задача 2 
Проверить совместность системы и в случае совместности решить ее: 

1) по формулам Крамера; 

2) методом Гаусса. 

0) = 112 3

3

x ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
+−

=++

82
2

1944

321

21

21

xxx
xx

xxx

 

1) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+
=−+

22523
2045

64

321

32

321

xxx
xx

xxx

 

2) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+
=−−

132
12432
5523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

823
1632
1232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 



4) 
;
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=++

−=−

1943
14523

64

321

321

21

xxx
xxx

xx

 

5) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
−=++
=+−

344
42
322

321

321

321

xxx
xxx

xxx

6) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
−=−+

932
1343

1565

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

7) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=++
=−+

1032
3323

1347

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 

8) ; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=+−
−=−+

673
254

94

32

321

321

xx
xxx

xxx

 

9) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
−=+−
=++

74
3357
12432

31

321

321

xx
xxx

xxx

Задача 3 

Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах  и 
→

a
→

b , где , если: ),(
∧
→→

= qpα

0. ;
6

,2,1;3,2 πα ===−=+=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

1. ;
4

,1,4;2,3 πα ===−=+=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

2. ;
2

,1,
5
1;2,3 πα ===+=−=

→→→→→→→→

qpqpbqpa  

3. ;
6

5,
2
1,4;5,23 πα ===+=−=

→→→→→→→→

qpqpbqpa  

4. ;
4

3,3,2;2,2 πα ===+=−=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

5. ;
3

,3,2;2,3 πα ===−=+=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

6. ;
2

,2,3;3,2 πα ===+=−=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

7. ;
4

,2,7;,4 πα ===−=+=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  
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8. ;
6

,2,1;3,4 πα ===+=−=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

9. .
3

,2,7;2,4 πα ===−=+=
→→→→→→→→

qpqpbqpa  

 
Задача 4 
Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках A1, A2, A3, A4 и его 

высоту, опущенную из вершины A4 на грань A1A2A3, если: 

 
0. A1(1,3,6), A2(2,2,1), A3(–1,0,1), A4(–4,6,–3); 

1. A1(–4,2,6), A2(2,–3,0), A3(–10,5,8), A4(–5,2,–4); 

2. A1(7,2,4), A2(7,–1,–2), A3(3,3,1), A4(–4,2,1); 

3. A1(2,1,4), A2(–1,5,–2), A3(–7,–3,2), A4(–6,–3,6); 

4. A1(–1,–5,2), A2(–6,0,–3), A3(3,6,–3), A4(–10,6,7); 

5. A1(0,–1,–1), A2(–2,3,5), A3(1,–5,–9), A4(–1,–6,3); 

6. A1(5,2,0), A2(2,5,0), A3(1,2,4), A4(–1,1,1); 

7. A1(2,–1,–2), A2(1,2,1), A3(5,0,–6), A4(–10,9,–7); 

8. A1(–2,0,–4), A2(–1,7,1), A3(4,–8,–4), A4(1,–4,6); 

9. A1(14,4,5), A2(–5,–3,2), A3(–2,–6,–3), A4(–2,2,–1); 

 
Задача 5 

Задан треугольник  координатами своих вершин. Найдите: ABC
а) периметр треугольника; 
б) точку пересечения медиан; 
в) уравнение стороны AB ; 
г) уравнение высоты, опущенной из вершины C ; 
д) длину этой высоты. 
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0. )2,1(A  )4,3(B  )3,2( −−C  

1.  )2,5(−A  )6,3(B  )6,4( −C  

2.  )2,1(A  )4,8(B  )4,1(−C  

3.  )5,3(A  )4,3(−B  )1,5(C  

4.  )7,3(A  )0,4(−B  )4,1(C  

5.  )5,4(−A  )7,2(B  )1,1(C  

6.  )2,3(−A  )4,5( −−B  )1,2(C  

7.  )5,3( −A  )7,2( −−B  )2,0(C  

8.  )3,1( −A  )4,5(B  )0,1(−C  

9.  )2,1(−A  )2,2( −−B  )2,5( −C  

 
Задача 6 
Составьте каноническое уравнение эллипса, если: 

0. Расстояние между фокусами равно 10, большая ось равна 26. 

1. Большая ось равна 20, эксцентриситет 6,0=ε . 

2. Расстояние между директрисами равно 18, большая ось равна 12. 

3. Прямые 5,12±=x  являются директрисами, малая ось равна 12. 

4. Точки )3,4( −M , )3,22(N  принадлежат эллипсу. 

5. Точка )4,3(M  принадлежит эллипсу, эксцентриситет 
2
1

=ε . 

6. Большая полуось равна 5, расстояние между фокусами равно 6. 

7. Расстояния от фокуса до концов большой оси равны 1 и 9. 

8. Сумма длин полуосей равна 8 и расстояние между фокусами равно 8. 

9. Директрисы задаются уравнениями 12±=x , эксцентриситет 
3
1

=ε . 
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Задача 7 
Найти точку M′, симметричную точке М относительно прямой: 

0. M(0,-3,-2), 
11

5,1
1

1 zyx
=

−
+

=
− ; 

1. M(2,-1,1),  
1

2
5,0
3

1
5,4 −

=
−
+

=
− zyx ; 

2. M(1,1,1),  
1

1
2

5,1
1

2 −
=

−
+

=
− zyx ; 

3. M(1,2,3),  
1

5,1
1

5,1
0

5,0 −
=

−
+

=
− zyx ; 

4. M(1,0,-1),  
02

5,1
2

5,3 zyx
=

−
=

− ; 

5. M(2,1,0),  
1

5,0
1

5,1
0

2 +
=

−
+

=
− zyx ; 

6. M(-2,-3,0), 
1

5,0
0

5,1
1

5,0 −
=

+
=

+ zyx ; 

7. M(-1,0,-1), 
1

2
0

5,1
1

−
=

−
=

−
zyx ; 

8. M(0,1,2),  
1

2
12

5,1 −
=

−
=

− zyx ; 

9. M(3,-3,-1), 
0

5,0
4

5,3
5

6 +
=

−
=

− zyx . 

 

Задача 8 
  Найдите пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 
0.  a) 

1
15

lim +
−

∞→ x
x

x

,        
x

xx
x

−−+
→

11)б lim
0

, в) 
2525

4sin
lim

0 +−→ x
x

x

.               
         

 

1.   a)
 58

32
3

2

lim +−
−−

∞→ xx
xx

x

,       
       

 

2.       
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3.

              
 

 

4.

  
  

5.

 
  

6.

          
 

 
8. 
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9.
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