
В последнее время для математиче-
ского моделирования рельефа местно-
сти все чаще используются сплайн-
функции [3, 4]. Они алгоритмичны, 
требуют меньшей памяти ЭВМ по 
сравнению, например, с полигональ-
ным представлением и позволяют до-
статочно точно моделировать рельеф. 
Однако в местах резких перегибов ли-
ний рельефа (например, в оврагах), 
т. е. в местах разрыва производных, 
кубические сплайн-функции не позво-
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ляют достигнуть необходимой точно-
сти. Для устранения этого недостатка 
предлагается вводить дополнительные 
точки вблизи данных участков или 
моделировать их с помощью линейных 
сплайн-функций. Недостаточно точно 
моделируются с помощью кубических 
сплайн-функций и прямые участки ли-
ний рельефа. Для устранения данных 
недостатков, а также ошибок цифро-
вания желательно иметь математиче-
ский аппарат, позволяющий локально 
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модифицировать форму кривой как с 
изменением положения опорных точек, 
так и без него. 

В настоящей работе предлагается 
метод, основанный на использовании 
параметрических В-сплайнов и ло-
кальных сплайнов, который позволяет 
варьировать форму кривой на отдель-
ных участках с помощью определен-
ных параметров и быстрее достигать 
необходимой точности моделирования 
рельефа. 

Пусть кривая задана своим точеч-
ным базисом {п}"{=о. Математиче-
скую модель этой кривой представим 
в виде разложения по параметриче-
ским В-сплайнам 

где Bi(t) —нормированные В-сплайны 
[2]; Ci — коэффициенты разложения, 
которые находятся из системы линей-
ных уравнений с ленточной матрицей. 

Векторное равенство (1) понимает-
ся как покоординатное. Перепишем 
его в виде разложения по степеням t. 
Тогда на каждом участке сплайн бу-
дет иметь вид 

Дифференцируя эту функцию в точ-
ке / = 0, получим 

Si + + 

St = ~~2~ ( — C / - 3 + Q - 1 ) ; ^ ^ 

-> -> -у 
S — С/_з — 2С/.2 +С/-1-

Разобьем теперь i-й участок прямо-
угольной сетки рельефа [0,1] на три 
части точками 0, 1/3, 2/3, 1 и найдем 
уравнение сплайна в каждой части в 
виде [1,5] 

1 
0 < г < - 3 - ; 

. 5 , ( 0 = 1 1 2 

p O i + i - ^ i + i O - O + ^ + i O -
2 

где 

Pik=Ui(k\ У/(/г)), Л —0, 1, 2; 

bj = (bj* bj-У), j= 1, 2, . . . , 6. 
Выбор уравнений данного вида 

обусловливается требованиями непре-
рывности сплайна и его производных 
в узловых точках. Так как сплайн-
функция непрерывна на каждом уча-
стке, то требуя непрерывности сплай-
на и его первых двух производных в 
точках 1/3, 2/3, получим для нахож-
дения bi систему из шести уравнений 
с шестью неизвестными. Тогда урав-
нение сплайна запишется в виде 

/ 9 11 \ 
+ ( - Т ^ - ЗЯ1< ~ Т 2 ~ p2t) р + 

/ 9 3 \ \ 

+ Ы - 1 - ^ / + 1 + "6" j ' 3 ' 

1 о < ^ < - § - ; 

Si(t) = + 4 ~ + р 2 < ) + 

/ 2 7 15 \ 
+ ' ( - — — P h - P ' i j t 2 ^-

/ 9 7 1 \ 

/ 1 5 1 _ \ 

/ 9 7 \ 
+ (9Р0.+1 _ P1 / + 1 + — P2.+1 j X 

/ 2 7 15 
X (1 - 1 ) з + ( - — P°i+i + — Р1 м -

- j (1 - О2 + ( 4 " ~ 4 " + 

5 1 \ 1 2 

Si(t) = P°i+i — Ph+i (1—0 + 

+ 4 " (1 - 0 2 + ( - 4~ ^ + -

11 \ / 9 
— ~j~2~ P 2 m j (1 - 0 3 + ( "2" + 

Подставляя в последние уравнения 
выражения (3), сведем их к форму-
ле (2). 
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На основании полученных формул 
представим уравнение кривой в виде 

х 
S(t)= ^ (P°iR°i(t)+PliR1i(t) + 

i=О 
+ / » # * , ( * ) ) , (4) 

где RJi(t)—кубические полиномы 
от t. 

помощью введенных параметров 

В каждой узловой точке имеем 
шесть параметров Xi, у и хи Уи М, yi. 
Полученные формулы обеспечивают 

Рис. 2. Исходная кривая 

непрерывность кривой в узлах стыка 
до второй производной включительно. 
Введем параметры управления фор-
мой кривой бki и еki. Для этого пере-
пишем формулу (4) в виде 
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X 
S <0 - s (О + Ph (*ik) Rh (t) + 

/=0 

+ P*i(4k)R*i(t)), 
где 

Р\ (4k) = etyi) ; 
оД Hk> 0, k = \, 2. 

Изменяя параметры б*г- и гки будем 
локально изменять форму кривой. 
Для простоты и наглядности примем 
Eli=e2i = Ei И б1г = б2/ = б/. Рассмот-
рим изменение параметров в какой-
либо одной точке кривой, т. е. при 
фиксированном значении i. При ы = 
= 6 / = 1 вновь полученная кривая сов-
падает с исходной. 

Пусть 6; = 1. Тогда изменение вели-
чины si влияет на кривизну кривой. 
При е-^О радиус кривизны R на от-
резках [ti-1, ti] и [ti, ti+i] стремится 
к const. При 8-^3—0 радиус R-^oo. 
При е е [0,3] кривая занимает проме-
жуточное положение между двумя 
границами, при е > 3 у нее появляют-
ся перегибы (рис. 1 , а). 

Пусть е ; = 1 . Тогда изменение пара-
метра бi влияет на длину дуги. При 
6г-ИЗ,5+0 длина дуги стремится к ми-
нимуму (рис. 1, б). 

Пусть 8; =7̂ 1, Si =7̂ 1. Тогда при 8г = 
= бг = 0 кривая спрямляется, сохраняя 
непрерывность в точках i—1, £+1 и 
претерпевая разрыв производных в 
i-й точке (рис. 1, в). 

Наибольший интерес представляет 
случай, когда данные параметры рас-
сматриваются в двух соседних точках. 
Тогда При 8г, 8/+1, б/, бж-^0 кривая 
на отрезке [//, стремится к пря-
мой линии, достигая ее при e« = 8i+i = 
= б/ = бг+1 = 0. В общем случае, изме-
няя данные параметры, можно полу-
чить на отрезке [ti, ti+1] кривую лю-
бой формы (рис. 1,г). 

С помощью данного математическо-
го аппарата возможно: 

— построить кривую с минималь-
ной длиной дуги на различных участ-
ках; 

— построить кривую с постоянным 
радиусом кривизны на различных уча-
стках; 

— спрямить кривую, не нарушая 
ее непрерывности до второй производ-
ной включительно; 

— спрямить кривую, нарушая не-
прерывность производных, что необ-
ходимо для построения кривых с рез-
кими перегибами. 



Все это достигается без изменения 
положения опорных точек и их числа 
путем варьирования параметров уп-
равления. 

Данный математический аппарат 
позволяет также выполнять модифи-
кацию кривых с изменением положе-
ния опорных точек. Но по сравнению 
с ранее полученными результатами он 
обеспечивает более высокую степень 
локальности, т. е. кривая изменяется 
только на двух соседних участках 
(рис. 1,д). 

Рассмотрим возможности примене-
ния данного аппарата для достижения 
необходимой точности моделирования 
линий рельефа в местах резких пере-
гибов. Так, на рис. 2 представлена в 
увеличенном виде кривая, изображаю-
щая овраг; она имеет в одном месте 
разрыв производных. На рис. 3 пока-
зана кривая, восстановленная с помо-
щью обычных кубических сплайнов. 
Как видно, на участке, прилегающем 
к точке 5, она отличается от исходной. 
Рис. 4 является иллюстрацией приме-
нения предлагаемого метода (в точке 
5 параметры S; и ег равны нулю). На 
основе вычисления координат точек 
4, 5, 6 сделан вывод, что на данном 
участке полученная кривая совпадает 
с исходной с точностью до 0,2 мм. 
Данный метод также позволяет точно 
моделировать прямые участки карто-
графических линий. 

Отметим, что время моделирования 
объектов с помощью предложенных 
сплайнов соизмеримо со временем мо-
делирования обычными кубическими 
сплайнами, поскольку те и другие яв-
ляются полиномами третьей степени. 
Однако в первом случае необходимая 
точность моделирования достигается 
гораздо быстрее, так как не надо вы-
полнять различные дополнительные 
операции (разбиение кривой, ввод до-
полнительных точек, задание различ-
ных значений касательных); доста-
точно только варьировать введенные 
параметры. 

Таким образом, можно заключить, 
что применение локальных кубических 

сплайнов позволяет более полно к 
точно воспроизводить особенности 
картографических линий. 

Рис. 3. Результат моделирования кривой с по-
мощью обычных кубических сплайнов 

Рис. 4. Результат моделирования кривой с по-
мощью предложенного метода 
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